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Regresion Lineal Multiple

REGRESION LINEAL MULTIPLE

Las técnicas de regresioén lineal multiple parten de (k+1) variables cuantitativas, siendo Y la variable
de respuestay (X;,X,, ===+ ,X,) las variables explicativas.

Se trata de extender a las 'k’ variables las técnicas de la regresion lineal simple. En esta linea, la
variable Y se puede expresar mediante una funcion lineal de las variables (X,,X,, -+ , X,)

Y = B0+B1X1+Bzxz+ +kak

Para ello, dispondremos de una modelo de probabilidad (la Normal). El estadistico fija los valores de
las variables regresoras X,; y obtiene 'al azar' los correspondientes valores Y,

Modelo: Y = B, +B, X, +B, X, + -+ +B. X, +U
Sea la muestra aleatoria: Y, =, + 3, X;, +B, X, + -+ +BX; +yu, (i=1,2, --- ,n)
Y eN(B, +B, X, +B, X, + --- +B, X,, 6°) independientes, (i=1,2, --- ,n)

u, e N(0, °) independientes, (i=1,2, --- ,n)

Y, 1 Xy - X By u,

Yz 1 X12 XkZ B1 u,
En forma matricial: Sl=l e e N

yn 1 Xln an Bk un

Y=XB+U siendo X ='matriz del disefio'.
« Las hipdtesis comunes entre las regresiones lineal y multiple son:

a) Normalidad: u, € N(0, 6°)

b) Linealidad: E(u,)=0

c) Homocedasticidad: Var(u;)=0

d) Independencia: u, son independientes (i=1,2, --- ,n)

« Requisitos adicionales de la regresion multiple:

a) n>k+1. El modelo depende de (k+2) pardmetros. Para que la regresion tenga significado
debe haber un nimero suficiente de datos.

b) Ninguna de las variables explicativas X es combinacidn lineal de las otras (Colinealidad). Si
alguna de las X; es combinacion lineal exacta de alguna de las otras X;, el modelo puede

simplificarse con menos variables explicativas. También hay que considerar si alguna de las
X; esta fuertemente correlacionada con otras.
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Sea la muestra aleatoria: Y, =, +p, X;; +B,X,, + -

Regresion Lineal Multiple

“+B Xty (i=1,2, -+ ,n)

En forma matricial: Y=XB+U siendo X ='matriz del disefio'.

Datos Y X, X, Xy
La nube de puntos esta en un
espacio de dimension (k+1).
1 Y, X, Xy X1
Es dificil de visualizar para k>2
A 1 -1\
2 YZ X12 Xzz ...... sz B = [X X] X'Y
donde X' es la matriz transpuesta
""" del disefio
n Yn Xln X2n ------ an
Zl:xlzl Zl:xilxﬁ ;:Xilxik ;:XilYl
donde’ X'X: ;Xizxil lelzz ;XiZXik X'Y: ;XIZYI
_zlxikxll ;Xikxiz _zlxlzk ;Xile

Cada uno de los coeficientes [, representa el efecto de la variable independiente sobre la variable

explicada. Es decir, el valor estimado 3, indica la variacién que experimenta la variable
dependiente cuando la variable independiente X; varia en una unidad y todas las demas

permanecen constantes.

Cuando el modelo tiene término independiente, las matrices anteriores se simplifican con las

siguientes expresiones:

n ZXIZ ink
i=1 i=1
X'X: Z:XiZ ZI:XIZZ ;:XiZXik ,
S XX, o 3K

u; Yi_Qi:Yi_[BO+B1X11+B2X2i+ +BKXKi]
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Regresion Lineal Multiple

En un principio, para estimar la varianza del error aleatorio U, parece razonable utilizar la varianza de
los errores de prediccion, también denominados residuos del modelo.
. . 2 1 . . n
Es decir, parece razonable utilizar 6 == Y u? . Sin embargo, este estimador es sesgado E(6%) =67,
ni=1
1

n-k-1

por tanto, se utiliza como estimador S; =

n
Yur.
i=1

DEMOSTRACION (Y=XB+U = B=[x'X]"X'Y)

A

Y =XB+U. El correspondiente modelo ajustado sera Y :Xfi, conlocual, U=Y-Y=Y-Xp

Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos:

~

s:[v—xfs] [Y—XB] = Y'Y=BXY-YXB+PXXB = Y'Y-PXY-BXY+BXXB = YY-2BXY+pXXB
un escalar es igual a su transpuesto

BXY=X'Yf

Para minimizar S se aplica el criterio minimo-cuadratico, derivando respecto de f3:

;B:—2X'Y+2X'xé:o = X'XB=XY > [XX](XX)B=[XX]"X'Y = B=[xX]"X'Y
DISTRIBUCION DE B

a) Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresién B:[X'X]_1 X'Y (siendo X'la

matriz transpuesta del disefio).

b) Elvector de observaciones Y se distribuye segin una normal multivariante de media X3 y de

matriz de varianzas y covarianzas c’1, es decir, Ye N(XB,5°1).

c) P escombinacidn lineal de las componentes del vector Y, por lo que se distribuye segin una
variable aleatoria normal, donde su media y matriz de varianzas y covarianzas sera:

. E(B):E([X'X]_1 X'Y):[X'X]’1X'E(Y):[X'X]’1X'XB:B = {3 es un estimador insesgado de B
o Var(B)=var([xx]x Y)=[ex]Hx [Var ()] x ex] = [ex] 7t x ot x ex] = o [xex]

de donde, BeN (B, o’ [x'X] _1)
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Regresion Lineal Multiple

« Con el ajuste de minimos cuadrados: ui:Yi—\?i:Yi—[fio+BlX1i+BZX2i+ +BKXKi

~

B, e N(B, qum,m) ,donde q,,, ,, son los elementos de la diagonal principal [X'X]fl.

Andlogamente, la covarianza entre B,y B, serd o°q,,, .,

n

« La estimacion de la varianza residual o° se hace mediante S3 =——— >'u?, pudiéndose
N—K—1 =

comprobar que el estimador es insesgado: E[SZR]:G2

. . A 2 . 2
De forma que estimaremos la varianza de f3, € N(B, c qi+1,i+1) mediante St Q. ;-

(n—k-1)S%
Se demuestraque —————=,
c
ene DB
Se obtiene ————==N(0,1).
G\[ qi+1,i+1
: : : N(0,2)
Como la variable t-Student con k-grados de libertad se define: t, :1—
-2
ka

Bi _Bi

G\/m _ [’?\)i_Bi ~ t

\/ 1 (h—k-1) Si SR\/qi+1,i+l

resulta que, t = e

(n—k-1) c

d) CONTRASTE DE HIPOTESIS [t-Student]

Nos planteamos si la variable X; influye sobre la variable de respuesta Y. En otras palabras, si el
valor del pardmetro en la poblacién es cero o no.

Para ello, se establece la hipdtesis nula H,: ;=0 frente a la hipotesis alternativa H,:3, #0.

~

El estadistico observado t:&, bajo la hipétesis nula resulta, t:L
Sk A Git1,i+1 Sel dis, i1
estadistico
experimental estadistico
R tedrico
B AR

Se acepta la hipétesis nula H, cuando . En caso contrario, se rechaza.

——|< t,
Sq A Dis i 5 ()

Si n>30, se acepta la hipétesis nula H, cuando |t|£2. En caso contrario, se acepta la hipotesis

alternativa H,, concluyendo que la variable X; i-ésima influye en la respuesta.
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Regresion Lineal Multiple

CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION PARCIAL

En un modelo de regresidn lineal multiple, Y = B, +3, X, +B,X,+ --- +B, X,, se puede calcular

facilmente el coeficiente de correlacion parcial entre la variable de respuesta Y y una variable
regresora X, controlado por el resto de variables regresoras. Para ello se utiliza el contraste
individual de la t respecto a la variable X, y que se define como:

B ,
t=— " =12,k
SR \l qi+1,i+1
t
Obteniéndose la siguiente relacion: Ry, =—————
tr+n—(k+1)

donde C={1,2,...,i-1,i+1,... .k | conjunto de indices de todas las variables regresoras excepto el
indice i-ésimo.

e) INTERVALOS DE CONFIANZA DE LOS PARAMETROS Bi
Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresiéon [A3: [X'X]71X'Y (siendo X' la
matriz transpuesta del disefio).

~ Z(y| _Qi)z
Por otra parte, 3, eN (B, c’ qm,m), donde la varianza residual ¢ se estima por S =+— —
n_ ja—
donde q;,, ;,, son los elementos de la diagonal principal [X'X]_l.

ICl—a (Bi): [ﬁ * ta/Z, (n—k—1) SR 4\ Qitg,ie1 ]

CONTRASTE DE HIPOTESIS - INTERVALOS DE CONFIANZA

Hipdtesis nula Hy:B,=0 X, noinfluyeenY
Hipotesis alternativa H,:B,#0 X, influyeenY

Se acepta la hipdtesis nula H;, X, no influye en 'Y, con un nivel de confianza (1-a) cuando el
cero se encuentra en el intervalo de confianza.

En caso contrario, cuando el cero no cae en el intervalo de confianza, se acepta la hipdtesis
alternativa H,, y en consecuencia, X, influye en.

Este contraste es equivalente al contraste de la t-Student para cada f3,
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Regresion Lineal Multiple

f) INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA DE LOS RESIDUOS

c - (n—k-1)S; (n—k-1)S; | SCR SCR
2 7| .2 ) =2 r 72
° X% k1) *1-% (k1) X%,(n—k—l) X1—%, (n—k—1)

(Y=Y = 2(Y=Y)? + XYy
i=1 i=1 i=1
SCT SCE SCR
suma cuadrados total suma cuadrados explicada suma cuadrados residual
(n—1) grados libertad k grados libertad (n—k—1) grados libertad
n n n Z:(YI_?I)2 Z(?I_V)z
SV =XV Y > 1= + o
i=1 i=1 i=1

ST -

SCR/SCT  R2=SCE/SCT

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacién (R?), que se
(v, -¥)
SCE &'
define: R®=—==":1
i=1

El Coeficiente de Determinacion permite, ademads, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo nlimero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas
elevado sea el valor que tome este coeficiente.

Por otra parte, el valor coeficiente de determinacién crece con el nimero de regresores del modelo.
Por ello, si los modelos que se comparan tienen distinto nimero de regresores, no puede

establecerse comparacién entre sus R”.

En este caso debe emplearse el coeficiente de determinacién corregido R?*, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinacion cuando el nimero de regresores es
mayor.

o :1_SCR/n—k—1 :1_( n—1 ) [1—R2]
SCT/n—-1 n—k—-1
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Regresion Lineal Multiple

ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variacion Suma cuadrados Grados libertad Media cuadratica F-Snedecor

n - SCE
i CE=Y(Y-Y)? -

Explicada S i;( —Y) k K fl SCE/k
Do~ = SCR SCR/(n—k-1

Residual SCR= (Y -Y)’ n—k—1 /( )
i=1 n—-k-1

Total SCT=)(Y,-Y)? n—1
i=1

CONTRASTE DE HIPOTESIS:

Hipdtesis nula Hy: B, =B, = =B, =0 elmodelo no es explicativo
Hipotesis alternativa  H;: almenosun f3,# 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza (1—a) se rechaza H, si F>F,, .

F-Snedecor - COEFICIENTE DE DETERMINACION
sce 2NV
El coeficiente de determinacion se define: R> = =FEl —

i=1

De otra parte, la distribucién F-Snedecor:

_ SCE/k _ SCE SCT n—k-1 _ 1 n-k-1 _R 1 n—k-1 _R 1 n-k-1 _
SCR/(n—k—-1) SCT SCR  k SCR  k SCT-SCE g 1-R’
SCT SCT
R® n-k-1 R®> n-k-1
T1R K "~ T1R K
RESUMEN DE CONTRASTES
Contraste Conjunto Contrastes Individuales Conclusién
F-Snedecor t-Student
Modelo explicativo Todas las X; son explicativas | Tomamos todas las X;
Modelo explicativo Algunas X; son explicativas Nos quedamos con las X; explicativas
Modelo explicativo Ninguna X, es explicativa Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Modelo no explicativo = Todas las X; son explicativas = Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Modelo no explicativo | Algunas X; son explicativas Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Modelo no explicativo Ninguna X; es explicativa El Modelo no explica Y
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Regresion Lineal Multiple

PREDICCION EN EL MODELO DE REGRESION

Una vez estimado y validado el Modelo, una de sus aplicaciones mas importantes consiste en poder
realizar predicciones acerca del valor que tomaria la variable dependiente en el futuro o para una
unidad extramuestral.

Esta prediccidon se puede realizar tanto para un valor individual como para un valor medio, o
esperado, de la variable dependiente, siendo posible efectuar una predicciéon puntual o por
intervalos. Su cdlculo se realiza mediante las siguientes expresiones:

« Intervalo de confianza para un valor medio de Y para los valores (X,,,X,q, -+ , X,o) delas
variables explicativas.

Y02B0+B1X10+B2X20+ +BKXKO

lCE(YO): Yoita/z,(nfkq) Sk (1 Xio Xy - Xko)(X'X)fl X5

 Intervalo de confianza para un valor individual de Y para los valores (X,,, X,,, -+ , Xo) de las
variables explicativas.

10

A

ICYO = Yoita/z,(n—k—l) SR 1 +(1 X10 Xzo Xko)(xlx)_l X

20

XKO
MATRIZ DE COVARIANZAS
2
o, S, S, Spx, =Sy
La matriz de varianzas—covarianzas se define: VC=|S, | il ", Sy, =Sy
Sx y Sx X Gi lexz = SX2X1

Los coeficientes ([31, [A32) vienen dados, respectivamente, con signo negativo (—), por el cociente de

los adjuntos (Syxl » S, ) entre el adjunto de 05 :
= = o=V -B.%, B, X
177 2= 0= T 7P1A P2
VC, Ve,
i Xq X X1y Sx X Sx Gi
donde, VCy = ! 12 2 Vny = 12 2 chx —| Txay , 1
X2 %1 X2 1 xy  Ox, ’ szv X3 Xq
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Coeficiente de determinacion multiple:

Coeficientes de correlacion parcial:

Ve, =VC, VCg, =VC

MATRIZ DE CORRELACIONES

X1Xq

Regresion Lineal Multiple

o o]
YX1Xy G2 C
y vy
VC,, Ve,
ryxl.x2 =- = r‘yxz.xl =- :
Ve, .. vC, VC, JVC, VC, .,

La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, esta formada por los coeficientes de

correlacién lineal simple:

1 Fx,
R, = . 1
erV rxle

Coeficientes de correlacion parcial:

Coeficiente de determinacion multiple:

Santiago de la Fuente Ferndndez

r, = re
= YX1
rVXl rxly CYy le
donde 1, =N,y

r><1><2 = X5 Xq r = Syxz

™ 6o
Yy T X

YXq1 _ryxz rxlxz

X
-

. o
vxl.xz_\/(l

2 2
w ) (1=00)

B rVX1 rxz X1

¥Xa

i o
vxz.xl_\/(l

2 2
ryxl )(1 - r;‘2"1 )

RZ _ r.Z _ rVX1 +rVXz —2 ryxlryxz 1X2
YX1X3 _rZ
X1Xa




Regresion Lineal Multiple

Ejercicio 1.- Se pretenden estimar los gastos en alimentacion de una familia en base a la informacion
que proporcionan las variables regresoras 'ingresos mensuales y 'nimero de miembros de la

familia'. Para ello se recoge una muestra aleatoria simple de 15 familias, cuyos resultados se facilitan
en la tabla adjunta. (El gasto e ingreso se expresan en cien mil euros).

Gasto Alimentacion Ingresos Tamano
0,43 2,10 3
0,31 1,10 4
0,32 0,90 5
0,46 1,60 4
1,25 6,20 4
0,44 2,30 3
0,52 1,80 6
0,29 1,00 5
1,29 8,90 3
0,35 2,40 2
0,35 1,20 4
0,78 4,70 3
0,43 3,50 2
0,47 2,90 3
0,38 1,40 4

Solucién: En forma matricial: Y=XB+U, [?)z[X'X]f1 X'Y, donde X' matriz transpuesta

0,43
0,31
0,32
0,46
1,25
0,44
0,52
Y=|0,29 |=XB+U=
1,29
0,35
0,35
0,78
0,43
0,47
0,38

2,1
1,1
0,9
1,6
6,2
2,3
1,8
1

8,9
2,4
1,2
4,7
3,5
2,9
1,4

g T T g N N Y

B W N W DHAN WL WPSEPO DWW

Bo) (U
o |+ ]|y,
B.) \us

Aplicando el criterio de los minimos cuadrados ordinarios MCO, la funcién que mejor se ajusta a los
datos es la que minimiza la varianza del error U, lo que conlleva a un sistema de ecuaciones

normales:

Santiago de la Fuente Ferndndez
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ecuaciones normales MCO

Con estos datos, se obtiene:

15 15 15
ZY| = NBo +l31 lei +Bz ZXZi
i=1 i=1 i=1

15 15 15 ) 15
lei YI :BO lei +B1 lei +BZ lei XZi
i=1 i=1 i=1 i=1

15 15 15 15 )
;XZiYi :BO ;XZi +Bl gxli X2i +B2 ;XZi

Regresion Lineal Multiple

Y, Xyi Xy X3 X3, Xqi Xoi XY X5 Yi
0,43 2,1 3 4,41 9 6,3 0,903 1,29
0,31 1,1 4 1,21 16 4,4 0,341 1,24
0,32 0,9 5 0,81 25 4,5 0,288 1,6
0,46 1,6 4 2,56 16 6,4 0,736 1,84
1,25 6,2 4 38,44 16 24,8 7,750 5
0,44 2,3 3 5,29 9 6,9 1,012 1,32
0,52 1,8 6 3,24 36 10,8 0,936 3,12
0,29 1 5 1 25 5 0,29 1,45
1,29 8,9 3 79,21 9 26,7 11,481 3,87
0,35 2,4 2 5,76 4 4,8 0,84 0,7
0,35 1,2 4 1,44 16 4,8 0,42 1,4
0,78 4,7 3 22,09 9 14,1 3,666 2,34
0,43 3,5 2 12,25 4 7 1,505 0,86
0,47 2,9 3 8,41 9 8,7 1,363 1,41
0,38 1,4 4 1,96 16 5,6 0,532 1,52

15 15 15 15 15 15 15 15
D Vi=8,07 | D Xy=42 ZXZi =55 Zx%i =188,08 | Y X5=219 | D XXy =140,8 | D X;;¥;=32,063 | D Xy, =28,96
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

15 15 15

ZYu = NBo +B1 lei +B2 ZXZi

|=115 . = . =1 . 158, +42p3, +558, =8,07

conlocual, X, Y =B, X, +B, XX 4B, X, X, b = 42p,+188,08p, +140,08B, =32,063
i=1 i=1 i=1 i=1

en forma matricial,

X'X

15 15 15 15 )
;XZiYi :BO EXZI +Bl ;Xﬂ X2i +B2 ;XZi

15 42
42 188,08
55 140,8

A~

Bo -0,16
0,149
B, 0,077

A

B, | =

~

55
140,8
219

Bo

B, | =

B,

Santiago de la Fuente Ferndndez

8,07

32,063 =

28,96

B,
B1 =
B,

= Y=-0,16+0,149 X, +0,077 X, +Residuo

550, +140,08p, +219p, =28,96

[xx]™ X'y
1,36 —-0,092 -0,282 8,07
-0,092 0,016 0,013 32,063
-0,282 0,013 0,067 28,96

(Modelo regresion lineal)
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Regresion Lineal Multiple
A partir de la ecuacion Y, =, +, X;; + B, X,; se obtienen las predicciones y residuos asociados

u, =Y, Y, alas observaciones muestrales. De este modo, para la primera observacion
(Y,=0,43; X,;,=2,1; X,, =3), se tiene:

Y=-0,16+0,149 (2,1)+0,077 (3)=0,3839
u, =Y, -V, =0,43-0,3839=0,0461

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

Predicciones: Y, Residuos: u =YY, u? =(Y,- V)’
0,3839 0,046 0,0021
0,3119 -0,002 0,0000 de donde, la suma de
0,3591 -0,039 0,0015 cuadrados RESIDUAL, es
0,3864 0,074 0,0054 decir, la variabilidad de Y
1,0718 0,178 0,0318 respecto a la recta ajustada
0,4137 0,026 0,0007 sera:
0,5702 -0,050 0,0025
0,374 -0,084 0,0071 SCR=§(Y _y )2 20,0721
1,3971 -0,107 0,0115 =ttt !
0,3516 -0,002 0,0000
0,3268 0,023 0,0005 5 SCR 0,0721
0,7713 0,009 0,0001 R o g g 008
0,5155 -0,086 0,0073
0,5031 -0,033 0,0011 s, =./0,006 =0,0775
0,3566 0,023 0,0005

15 n
>(Y,-Y,)*=0,0721

i=1

INTERVALOS DE CONFIANZA PARAMETROS DEL MODELO (1-a)=0,90

« Intervalo de confianza para la varianza

n—k-1=15-2-1=12 $;=0,006 S;=0,0721 7% o515 =21026 %{ 951 = 5226

(n—k-1)S; (h—k-1)S; SCR SCR _[0,0721_0,0721

27|z "2 BP% ' 21026’ 5226
Xa X Lo Xl—%,(n—k—l) ’ ’

}:[0,0034 ; 0,0138]
04
2 ’ 1_51 (n_k_l) 2 ’

(n—k-1) (n—k-1)
0,0034<5°<0,0138

@ Lavarianza de los estimadores del modelo peN (B, ¢’ [X'X]fl):

VAt
i +1,i+1 = elemento de [X X] S% a; +1,i+1

1,36 0,00816
Var(B)=c?[X'X]™ = S2[x'X]™ =(0,006) 0,016 = 0,000096
0,067 0,0004

Santiago de la Fuente Ferndndez 12



Regresion Lineal Multiple

Var(p,)=0,00816 = Op, = 0,00816 =0,0903

de donde se deduce, { Var(p,)=0,000096 = Op, = 0,000096 =0,0098

Var(B,)=0,0004 = o =4/0,0004 =0,02

« Intervalo de confianza para los parametros: ICH(Bi)lei * /2 et Sk o/ Disn, i1 J

~ ~ ~

B,=—0160 f,=0149 B,=0077 t 4 ,=1,782
IC, , (B,)=|~0,160 + (1,782) ,/0,00816 | = [-0,321; 0,001]
IC, . (B,)=| 0,149 + (1,782)/0,000096 | = [0,1315; 0,1665] (Ingreso)

|c1_a([32):[o,o77 + (1,782),/0,0004] = [0,0414; 0,1126] (Tamafio)

- Contraste de Hipétesis individual para X, (tamafio familiar)

Nos planteamos si la variable X, (tamafio) influye sobre la variable de respuesta Y (gastos). En
otras palabras, si el valor del paradmetro en la poblacién es cero o no.

Para ello, se establece la hipétesis nula H,: 3, =0 frente a la hipotesis alternativa H;: 3, #0.
Bz _Bz BZ_

SNEN SNEN

El estadistico observado t= , bajo la hipdtesis nula resulta: t=

Por tanto,

~

B,=0077  S,q, =(0,0775),/0,0004 =0,00155  t,,, ,, =1,782

B 0,077
El estadistico experimental t= B, =— =49,
Se+/0s;  0,00155

Siendo |t| > 1,5 1, S€ rechaza la hipdtesis nula, afirmando, con un 90% de fiabilidad, que el

numero de miembros de la familia influye en los gastos de alimentacidn.

* Obsérvese que en el Intervalo de Confianza para f3,: ICH(82)2[0,0414;0,1126] el cerono
se encuentra en el intervalo, con lo que se rechaza la hipdtesis nula H,:3, =0, concluyendo que
el nimero de miembros de la familia (tamafio) si influye en los gastos de alimentacidn (Y).

Santiago de la Fuente Ferndndez 13



Regresion Lineal Multiple

MODELO LINEAL DE REGRESION MULTIPLE: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

« EXCELY LA REGRESION MULTIPLE

Se puede utilizar el analisis de la regresién lineal multiple para estimar el gasto de familias en
alimentacion (Y) basandose en las variables X1='Ingresos mensuales' y X2='nimero de miembros de

la familia'.

@l GASTO-INGRESO-TAMAND

A B € _ =<| Exceldispone de analisis de Regresién para
1 Y=GASTO X1=INGRESO0S KI=TAMANG — . | modelo d L Jltiol
5 043 210 5 ajustar el modelo de regresion multiple,
3 gg; é-;g g simultaneamente proporciona las
5 046 150 4 estimaciones de los parametros, la
E 1.25 620 4 contrastacion individual, y el analisis de los
7 044 230 3 X
B 0,52 160 g residuos.
g 029 1.00 5
10 129 890 3 , )
1 035 240 2] En el menud Herramientas, tenemos el
= 2 et : didlogo Andlisis de datos, donde elegimos
14 0.43 350 g Regresion, obteniéndose un cuadro de
15 047 290 3 . : . .
= ik =Ex ) didlogo C].L,Je pelrm'lte realizar un ajuste para
17 +| laregresion multiple.
I/ 4[» (¥} Hojal / Hoja2 £ Hoja3 / [+] |l

X Microsoft Excel - GASTO-INGRESO-TAMAND

ﬁ&rchivﬂ Edicidn  ¥er Insertar Formato | Herramientas Datos Ven

Dl &Y § B < ¥ otogrefis.. F7

Regresion r )
i [Lacentar |
Acepkar
Rango ¥ de entrada: $adl$ad16 Y
Cancelar
Rango ¥ de entrada: $B51:$CH16 i
Ayuda
Iv Rétulos Iv Constante igual a cero #

¥ Residuos estandares

Probabilidad
i

Iv Nivel de confianza ’90— %o
Opciones de salida
" Rango de salida: $A$23 Y
& Enuna hoja nueva:
" Enun libra nuevo
Residuales
Iv Residuos Iv Gréfico de residuales

Aukocorreccian. ..

Arial -0 - WX
£ @ Favortos - It Compartir lbra...
[ a3 | = Control de cambios  »
C
1 | Y=GASTO ®I=INGRESOS x2=TAh  Eroweeer O
2 Ot 218 3 Buscar objetivo...
i gg; ;';g g Escenarias...
5 048 150 3 Auduaris .
B 125 6,20 4 Solver. ..
Z e 230 . Macro »
: Do A= B Eamp\ementos
9 029 1,00 5 er
10 1 ‘29 EIBD 3 Personalizar...
i1 035 240 2 Opciones. .
12 035 1,20 4 Asistents 3
13 0,78 4,70 3
14 043 3.80 2
15 047 290 3
16 0,38 140 4
17
18 807 42,00 55
M| 4 [ M} Hojal £ Haoja2 % Hoja3 /

¥ Curya de regresion ajustada

Santiago de la Fuente Ferndndez

Anilisis de datos

Funciones para andlisis

Estadistica descriptiva -

Suavizacion exponencial Cancelar
Prueba F para varianzas de dos muestras

Apallss de Fourier fyuda
Hiskograma

Media mavil

Generacidn de ndmeros aleatorios

Jerarquia v percenti

Muestra s

Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:

Rango Y de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos dependientes. El rango
debe estar formado por una Unica columna.

Rango X de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos independientes. Excel
ordenarad las variables independientes de este rango en
orden ascendente de izquierda a derecha. El nimero
maximo de variables independientes es 16.

14



Regresion Lineal Multiple

Rétulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de entrada
tienen rétulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rétulos. Excel genera los
rotulos de datos correspondientes para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir mds niveles de confianza en la tabla de resimenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar ademas del nivel predeterminado del 95%.

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la linea de regresién pase por el origen.

Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de andlisis, niUmero observaciones, coeficientes, error tipico del prondstico Y, valores de
R? y error tipico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opcidn para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda Al de la nueva hoja de calculo. Para dar un nombre a la nueva hoja
de calculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del libro
creado. Si desea incorporar la opcidn grafica tiene que teclear esta opcién.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estandares: Activar esta casilla para incluir residuos estandares en la tabla de resultados de
residuos.

Graficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un grafico por cada variable independiente frente al
residuo.

Curva de regresion ajustada: Si activa esta casilla se genera un grafico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un grafico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadisticos de regresidn, cuadro de andlisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significacion de F-Snedecor y de t-Student con sus p-valores asociados, intervalos de confianza para
los parametros y para las predicciones al 90% y 95%, y residuos.
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Regresion Lineal Multiple

> Microsoft Excel - Libro1

B archivo Edicién Yer Insertar Eormato Herramientas Dafos Ventana 2

DEHSRAY tBed|lo-o- e = s

arial -1 - N XK 8§ e FRae B2 2asAR S
i} @ Favoritos | I~ FF | Lbrot - B i - % ®
L13 ~| =
A B c 1] E B G H
2
i Estadisticas da la regrasion
4 Coeficiente de corelacidn miltiple 096760518
5 | Coeficiente de detemminacian R*2 0936414608
B R2 ajustado 0,854600347
7 Error tipico 0083680432
& |Observaciones 15
9
10 | ANALISIS DE WARIAMZA
" Grados de hbertad | Suma de cusdrados | Promedio de los cuadrados F Valor crtico de F
12 Regresidn 1,34060351 0570304305 957247376 4,21064E-08
13 Residuos 13 0,09103139 0,007002415
14 Total 15 143184
15
16 Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad Inferior 95% Superior 95%  Inferior 90,05  Superior 90,05
17 Intercepcion o A A A A FMEA A A
18 ®1=INGRESOS 0,137306952 0008472181 1626579348 5 DE15E-10 01195038 0156110005 0,122803231  0,152310624
19 [x2=TAMARD 004363827 0007851362 5,55805107 | B.2578E-05 0026676437 0060600103 0,023734044 0057542435
20
21
2
23 Analisis de los residuales Resultados de datos da probabilidad
24
25 Obsenvacion Prondstico Y=GASTO Residuos Residuos esténdares Percenti! Y=GASTO
26 1 0,42030941 0,00965059 0,124394242 3,333333333 0,29
¥ 2 0326140727 -0,016140727 -0,207192075 10 0,31
28 il 0342217607 -0,022217607 -0,285198551 16 BEEEEEET 0,32
29 4 0,395044203 0064955737 0333811642 2333333333 035
30 a 1028956154 0,221043816 2837451262 30 0,35
kil B 04478708 -0,0078708 -0,10103432 36 BEEREGET 0,33
32 7 0509552134 0010117868 0,122879013 4333333333 0,43
Tl i 0,355998302 -0,065923302 -0,847193366 50 0,43
34 9 1,357 336686 -0,067 396686 -0,86514436 56 BEERERET 0,44
35 10 0,418013225 -0,068013225 -0,873058636 53,33333333 0,46
36 1 0,339921422 0010078578 0,128374678 70 0,47
37 12 0778607 486 0,001392514 001787515 76 FBEEEEEY 0,52
38 13 0569600573 -0,139600873 -1,792000703 8333333333 07a
35 14 0530554972 -0,060554572 -0,777320006 20 125
40 15 0,3657482613 0012517187 0,160676136 96 BEEREGET 129

J4/47» M’ Hoial /HoiaZ /Haiad

T«T

La siguiente figura presenta el gréfico de cada variable independiente (X1, X2) contra los residuos, lo
gue se utiliza para detectar el problema de no linealidad, heteroscedasticidad, y autocorrelacién en

el modelo del ajuste.

Lo mejor es que todas las graficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

alimentacion-libro1

] i 1] E E G H J K E 2
1 T L ) —
2 |  X1=INGRESOS Grafico de los residuales X2=TAMANO Grafico de los residuales
2
4 028 .
E i * 02
- 0,15 -
4 @ 014
g il * o Z nps +
W e — - w 3 0 : ' + 3 s !
Bl . 200, + 400 6,00 800 o 1000 = 005 ¢ 1 3 C 4 1 6
] 01 4
12 ;
13]] i 0,15 +
14 02
15 X1=INGRESOS X2=TAMANO
15 ..
17
M| 4 ¥ M Hojad / Hojal % Hoja2 4 Hojad /

A B 5 D E F
1 n L | |
2 Grafico de probabilidad normal
2
o o 7 e 4
La figura adjunta presenta el grafico para 5 1; i
. s . . B |
detectar la hipotesis de normalidad en el l - -
8 %054 +
modelo. i S "
e . . . 10 i
La gréafica ideal es |la diagonal del primer 1] o4 SN K
12 02
cuadrante. 13 8 : ‘ ‘ : :
lg 0 20 40 B0 g0 100 120
16 Muestra percentil
17 n
18
4|4 [ ¥ Hojal £ Hojaz % Hoja3 / B
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Regresion Lineal Multiple
Las siguientes graficas visualizan cada variable independiente contra los valores predichos, lo que
sirve para detectar problemas de heteroscedasticidad.
Lo ideal es que todas las graficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

o alimentacion-libro1 “E]g|
] < 0 0 = =500 - o S = O =1
1 : 1=
2| X1=INGRESOS Curva de regresion ajustada X2=TAMANO Curva de regresién ajustada
3
2 15 15
5 " ] .
E o 1 . E 1 =
7 'u;'s . + Y=GASTO g : +¥=GASTO
] " .
@ ® Pronastico Y=GASTO g n = Prondstico Y=GASTD
9 05 | T 105 B ®
w - w‘fﬂrg + = % t
1 0 . 0 : ; :
1 0,00 5,00 10,00 0 2 4 4 B
14 X1=INGRESOS X2=TAMARNO
15
TiE] » ¥ M\ Hoja4 { Hojal £ Hoja2 f Hojad / ] |4

SPSS Y LA REGRESION MULTIPLE

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Minimos Cuadrados
Ordinarios (MCO).

Para ello, se elige en el Menu Analizar / Regresion / Lineal, como se indica en la figura adjunta.

Lif pasto-ingreso-tamano.sav

Archivo Edicion  ¥er Datos Transformar  Analizar
Graficos  Utlidades Weptana 7 = [% ET o E._, i Infarmes 4
e Estadisticos descriptivos 4
YGASTO | X1INGRESO| XITAMARO| A 16 Tablas ;
1 43 21 3 YGASTO | XINGRESO| w21 Comparar medias ’ var 3
2 A1 1:4 4 1 43 219 Modelo lineal general 4 [
3 32 El 5 5 :31 1 :1 Modelos Ineales generalizados  »
1 15 18 1 3 7 5 Modelos mixtos >
v ’ L ! Correladones >
5 1.5 52 4 fl  © . »
5 44 23 3 5 125 52 Loglineal » Estimacion curvilinea. ..
: ! B 44 23
g 52 i b 7 I52 1 ‘8 g:ﬂsﬂcjo'rn de datos : Logitica biara: ;
g 29 10 5 g '29 i ‘D Eeilas 4 Logistica multinomial ...
g 1,29 89 3 g 123 a9 Prushas no paramétricas 3 Erd‘\]r.ltal...
10 35 74 2 0 '35 24 Series bemporales > ront-
v : g : Supervivencia b Holineal...
11 peia] 12 4 " A4 12 Respuesta multiple b Estimacién ponderada...
iiZ 78 47 3 E 'Zg ;‘; Andlisis de valores perdidos... Minimos cuadrados en dos fases...
: ; Muest lej b
13 A3 34 2 14 47 29 c::;;a;;z;:;:;as v Escalamiento dptima. ..
L 47 < 5 15 3 T4 Curva COR. |
18 38 14 4 18 ' ‘ [
-
1 r \\.I'is‘ta de datos ,{ Vista de variables / |2 > | 4 v \Vista de datos £ ‘ista de variahles 7 | ¢ | bl
Regresidn lineal 5PSS El procesador estd prepi

En el cuadro de la Regresion lineal se introduce la variable dependiente (Y) y las variables
independientes ingresos (X1) y tamafio familiar (X2). En el botdn [Opciones]:

M Regresidn lineal B .
: Regresion lineal: Opciones
& XINGRESO Q;Em"e”tei :
YGASTO | 418 5
& xatamafio AL Crierios del métods por pazos
Bloque 1 de 1 o
- [ Restablece | %) Usar probabilidad de F
5 i T ancelar
Lﬂggpenmemes- : Cancelar Entrada; L,DE | Salida: |1 i} |
| # <1INGRESD &) Apuda Usar walor de F )
o | S A T Ousary —
; 5 | - i i
Métods: |Iwoduci | — 5
\Jariabl de selecaiin Incluir constante en la ecuacion
D | Walores perdidos
E Hifpeis o () Excluir cazos seqin lista
- - () Exclui ¥ ja
Ponderacion MCP,
x| | Ok

Estadisticos... [grélicns ”Ggardal ] lgpcmnes
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Regresion Lineal Multiple
En las opciones [Estadisticos y Graficos], se procede como aparece en las selecciones adjuntas.

En el botdn [Graficos] se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene
el ajuste del modelo.

Regresion lineal: Estadisticos

Regresion lineal: Graficos

Coeficientes de regresion Aiuste del modelo Dispersién 1del m
[#] Estimaciohes [] Cambin en B cuadrada DxZEPT:‘EENDDNT [ CiatignE ]
[Jintervalos de corfianza [ ] Descriptivos . “ZRESID =
[ Matriz de covanianzas [ Camelaciones parcial y semiparcial :ESEF?I:'IEED \:\ . ["ZPRED
"SRESID 3
Residuos SDRESID E i :'EFiEEEIEI
Drurbiin ateon ] ] o
Diagndsticns por gaso Graficos de residuos tipificados [] Generar todos los aréficos parciales
(%)W alores atipicos a mas de; |2 | desviaciones tipicas Histograma
() Tados los casos
En el Visor de SPPS, el ajuste del Modelo:
Resumen del modelot
R cuadrado Errl:urﬁp. de |3 Dwrbin-
Modelo R F cuadrado corredida estirmacidn Watson
1 74 a0 941 07 Ta 1,177

a. variables predictoras: (Constanted, X2TAMARN D, ¥1INGRESO
b. variable dependiente; YGASTO

Respecto a la autocorrelacion, el estadistico de Durbin-Watson de 1,177 no deja claro la presencia o

n
2 ~ i —
3 (U —u_,) DW~=~2 sip=0
no de autocorrelacién: DW ==2————~2(1-p) ={DW=0 sip=1
2
2. DW~4 sip=-1
i=1
ANOVAP
Suma de Media
Modelo cuadrados ol cuadratica F Sin.
1 Redresidn 1,360 2 680 113,141 ,aon2
Residual 72 12 006
Total 1,432 14

a. Variahles predictoras: (Constante), KETﬁMﬁﬁJO, KIMNGRESD
b. Variahle dependiente; YGASTO

El andlisis de la varianza indica que el modelo de regresion es significativo (p-valor aproximadamente
cero, F»,1,=113,141, p-valor < 0,001). Por tanto, se rechaza la hipotesis nula de que la variabilidad
observada en la variable respuesta sea explicada por el azar, admitiendo que hay algun tipo de
asociacién entre la variable dependiente y las independientes.

Coeficientes®

Coeficientes

Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para

estandarizados 0s B al 95%

Limnite:
Modelo B Errortip. Beta t Sig. Lirnite inferior | superior
1 Constante) - 160 090 1,775 101 -,357 {036
Ingresos_mes 1448 010 1,044 14915 oan 27 70
Tamafio_Familia 077 020 268 3,825 00z 033 Kb
a. variable dependiente: Gastos_Alimentos
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El Modelo estimado seria: Y=-0,16+0,149 X, +0,077

Histograma

Variable dependiente: YGASTO

1 4T

Frecuencia

Media =2,36E-16
e Desviaciéﬁ t|'1pisca =0,926

-2 E] o 1 2 3
Regresion Residuo tipificado

En la figura se presenta el grafico de normalidad que
se ajusta muy bien a la diagonal del primer cuadrante.

Grafico de dispersién
Variable dependiente: YGASTO

w
|

X
I

Regresion Valor pronosticado tipificado
T 7
o
o

Regresion Residuo tipificado
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X,

En la figura del histograma de los

residuos se observa que se ajusta bien

a una distribucién normal.

Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado
Variable dependiente: YGASTO

Prob acum esperada

o
(%]
1

00— T T T T
00 02 04 08 08 1.0

Prob acum observada

En el grafico de residuos tipificados contra

valores predichos existen dudas sobre la

aleatoriedad porque los puntos se

concentran siguiendo rectas paralelas, lo

gue permite vislumbrar problemas de

heteroscedasticidad.
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ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Descomposicién de la variabilidad:

suma cuadrados total
(n—1) grados libertad

!

m
i

(v,-¥)?

SCT

= i(Yi_?i)z

i=1

SCE

suma cuadrados explicada
k grados libertad

Regresion Lineal Multiple

SCR

suma cuadrados residual
(n—k—1) grados libertad

Variacion Suma de Cuadrados Gr. libertad | Media cuadratica F-Snedecor
) 5~ = SCE
Explicada SCE=>(Y,—Y)"=1,3595 2 —=0,6797 SCE/2
1 2 = =113,28
SCR/(15-2-1)
i 15 Ao SCR
Residual SCR=2,(¥,-Y)"=0,0721| 15-2-1 |————=0,006
i=1 15-2-1
I SCT
Total SCT=>(Y-Y)*=1,4316 | 15-1 ——-0,1023
i=1 15-1
Calculos
Y (¥, -¥)? Y uf =(%-¥%)? (%-v)?
0,43 0,011664 0,3839 0,0021 0,0237
0,31 0,051984 0,3119 0,0000 0,0511
0,32 0,047524 0,3591 0,0015 0,0320
0,46 0,006084 0,3864 0,0054 0,0230
1,25 0,506944 1,0718 0,0318 0,2849
0,44 0,009604 0,4137 0,0007 0,0155
0,52 0,000324 0,5702 0,0025 0,0010
0,29 0,061504 0,374 0,0071 0,0269
1,29 0,565504 1,3971 0,0115 0,7381
0,35 0,035344 0,3516 0,0000 0,0347
0,35 0,035344 0,3268 0,0005 0,0446
0,78 0,058564 0,7713 0,0001 0,0544
0,43 0,011664 0,5155 0,0073 0,0005
0,47 0,004624 0,5031 0,0011 0,0012
0,38 0,024964 0,3566 0,0005 0,0329
15 15 _, 15 - L.,
DY, =8,07 | SCT=) (¥,-Y)=1,4316 SCR=) (%, —Y¥)"=0,0721 | SCE=Y (Y, —Y)* =1,3646
= — i=1 i=1

A un nivel de confianza (1-a) se rechaza la hipétesis nula, H,: B, =, = 0 (el modelo no es

explicativo), cuando F ., 1 =F .\ oun)

2,12

Asi, pues, se rechaza la hipoétesis nula, el contraste conjunto de la F-Snedecor indica claramente la

_ SCE/2
 SCR/(15-2-1)

influencia del modelo en la variable respuesta.

Santiago de la Fuente Ferndndez
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Regresion Lineal Multiple

Calculo de los coeficientes de correlacion (multiple y simple)

Estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste realizado.

Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacidn (R ), que se define:

(Y~ )2
g2 _ SCE _ 2 _1,3595
SCT Z(YI_V)Z 1,4316

i=1

=0,9496

= Coeficiente de Correlacion multiple: R=./0,9496 =0,9745

= Coeficiente de Determinacion corregido B SCR/In—k-1 1— 0,006

. . R*=1 =0,9413
por el nimero de grados de libertad SCT/n—1 0,1023
» (Coeficiente de Correlacion multiple corregido: R =+/0,9413 =0,9702
Correlaciones
= Coeficiente de correlacién simple entre las e, | nghspe. | Mamdlio
. . Carrelacion de Pearson  Gastos_Alimentos 1,000 - 126
Va”ables (GaStol Ingreso) Ingresas_mes 8432 1,000 -378
Tamafio_Familia -126 -378 1,000
Sig. (unilateral) Gastos_Alimentos .onn 327
Cov(Gasto, Ingreso) Ingrasoeames: 008 - 083
p(Gasto, Ingreso) = =09424 | DetamlEm
cTGasto cTlngreso Ingresos_mes 15 15 15
Tarafio_Familia 15 15 148

También se puede calcular el coeficiente de determinacién de la regresion (Gasto, Ingreso). La tabla
ANOVA del modelo sera:

ANOVAE
Suma de Media
todelo cugdrados ol cuadratica F Sig. 2 _ SCE _ 1:272 =0.8882
1 Regresian 1,272 1 1,272 103,309 ,ooo4 - SCT - 1432 -
Residual 160 13 012 ’
ilioial 1,432 14 p(Gasto, Ingreso) =R =,/0,8882 =0,9424
2. Yariahles predictoras: (Constante), Ingresos_mes
h. variable dependiente: Gastos_Alimentos
i - Cov(Gasto, Tamario)
Andlogamente, p(Gasto, Tamafio)= ! =-0,126
cSGasto cSTamaﬁo
= Coeficientes de Correlacion parcial:
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes na astandarizad
estandarizados ns Zorrelaciones
Modelo B Error tip. Beta 1 Sig. QOrden cero Parcial Semiparcial
1 {Constante) - 160 0an -1,774 g0
Ingresos_mes 1449 0o 1,044 14,9145 oo 4z 874 Relars
Tamafio_Familia ar7 020 268 3,824 00z - 126 4 248

a. Variahle dependiente; Gastos_Alimentos
Coeficiente de correlacién simple entre (Gasto, Ingreso): p(Gasto, Ingreso)=0,942
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Regresion Lineal Multiple

Coeficiente correlacidn parcial entre variables (Gasto, Ingreso): p(Gasto, Ingreso; Tamafio)=0,974

. ) B, 0,149
mediante la expresion: t, .. = = =
JS -0, +/0,000096

’

tizngreso _ 15'052
+n—(k+1) 15,05*+12

El coeficiente de determinacién, R*(Gasto,Ingreso; Tamafio) = > =0,9496

t

ingreso

Coeficiente de correlacion. Este coeficiente mide la relacion entre las variables Gasto e Ingreso libres
de la influencia de la variable Tamano.

Analogamente, el Coeficiente correlacion parcial ente las variables (Gasto, Tamafio):

p(Gasto, Tamafio; Ingreso)=0,741

Estimacion de la media condicionada

Supongamos que se trata de estimar el gasto medio de una familia con unos ingresos de treinta mil
euros (X, =3) con cuatro miembros familiares (X, =4)

Aplicando el modelo de regresién: \70 =-0,160+0,149(3)+ 0,077(4)=0,595

1
Oita/z,(n—k—l) SR (1 X1 Xz) (X'X)_l X1
X

|
<>

2

1

[EY

1,36 -0,092 -0,282)
I, =| (0,595)£(1,782)(0,075) | (1 3 4)|-0,092 0,016 0,013 3| |=[0,557;0,633]

-0,282 0,013 0,067 ) (4
Sx=4/0,006=0,0775 t,,,=1782 1-0=0,90

15 42 55 1,36 —0,092 -0,282
X'X=|42 188,08 140,8| = [X'X]"=|-0,092 0,016 0,013
55 140,8 219 -0,282 0,013 0,067
1,36 -0,092 -0,282)(1 1

(1 3 4)|-0,092 0,016 0,013 [|3|=(-0,044 0,008 0,025)|3|=0,08
-0,282 0,013 0,067 )| 4 4
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Ejercicio 2.- Partiendo de la informacion:

Y; X3 Xai
1 2 17
3 1 15
4 3 13
6 4 10
7 5 9
10 8 8
15 7 6
16 9 5
18 11 3
20 12 4

(a) Estimar el modelo de regresién

(b) Obtener una medida de fiabilidad del ajuste lineal
(c) éQué parte de la variabilidad de Y queda explicada a través del plano de regresion?

(d) Calcular los coeficientes de correlacion lineal simple

Regresion Lineal Multiple

(a) Enforma matricial: Y=XB+U, ﬁ:[X'X]"IX'Y, donde X’ matriz transpuesta

N o b~ W

10
15
16
18
20

-<
I
I
>
=
+
[
I
R R R R R R R R R R

10

O N4 0 1 Hp W KL N

=
=
A W 01 O 0 O

Los coeficientes B estimados bajo la condicién minimo cuadrdtica, vienen dados por: [3 = [X'X]f1 X'Y

1 1 1 11111 1 1
XX]=| 2 1 3 4 58 7 9 11 12
17 15 13 10 9 8 6 5 3 4

Santiago de la Fuente Ferndndez

O N 60 L1 b W LN

R R R R R R R R R R
[EEY
|—\

=
N

17
15
13
10

~ W U1 o 00

10 62 90
62 514 405 | = |X'X|=302940
90 405 1014

23



Regresion Lineal Multiple
Adviértase que cuando la matriz es singular, es decir, cuando |X'X| =0, no existe matriz inversa y,
En consecuencia, las estimaciones de los coeficientes B quedan indeterminadas.
Esto ocurre porque existe multicolinealidad entre X, y X,, esto es, que existe una relacidn lineal
entre estas variables. Para ello se calcula la regresion de X, sobre X, y su correspondiente
coeficiente de correlacion lineal serd 1.

10 62 90 10 62 90 [357171 -26418 —21150
[X'X]=|62 514 405| = Adj[x'X]=Adj|62 514 405 |=|-26418 2040 1530
90 405 1014 90 405 1014| |-21150 1530 1296
10 62 90 357171 -26418 -21150] [11,7902 -0,8721 —0,6982
[x'x]*=|62 514 405 :% ~26418 2040  1530|=|-0,8721  0,0673  0,0505
90 405 1014 ~21150 1530  1296| |-0,6982  0,0505  0,0428
e
3
4
1101 11111 1 1% Tw00
Deotraparte, [x'y]=| 2 1 3 4 5 8 7 9 11 12 1:) =| 843
17 15 13 10 9 8 6 5 3 4] | [621
16
18
_20_
B, 357171 -26418 -211501[100] [ 10,32
B=|B, =['x]‘1X'\(:30;94 —26418 2040 1530|843 |=| 0,93
B, ~21150 1530 1296 ||621| |-0,67

El modelo de regresion serd: y=10,32+0,93x, —0,67x,

= También se podia haber realizado teniendo en cuenta las ecuaciones normales minimo
cuadraticas:

10 10 10
ZY| = NBO + B1 lei + Bz ZXZI
i=1 i=1 i=1

10 10 10 10
ecuaciones normales MCO { Y X, Y, =By DX, + B, 2. X5 +B, 2. X3, X
i=1 i=1 i=1 i=1

10 10 10 10 )
gXZiYi :BO gXZi +B1 ;XIiXZi +B2 gXZI

Con estos datos, se obtiene:
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Regresion Lineal Multiple

Tabla |
Y, Xyi Xy Y? X3 X3; Xqi Xpi XiYi Xy
1 2 17 1 4 289 34 2 17
3 1 15 9 1 225 15 3 45
4 3 13 16 9 169 39 12 52
6 4 10 36 16 100 40 24 60
7 5 9 49 25 81 45 35 63
10 8 8 100 64 64 64 80 80
15 7 6 225 49 36 42 105 90
16 9 5 256 81 25 45 144 80
18 11 3 324 121 9 33 198 54
20 12 4 400 144 16 48 240 80
100 62 90 1416 514 1014 405 843 621

10 10 10
ZYl :NBO +B1 lei +B2 ZXZI
=1 =1 =1 10 Bo +62 Bl +90 Bz =100

10 10 o N
conlocual, XX, Y =By > X, +B, X X5 +B, XX X, p =  62P,+514 B, +405, =843
90 B, +405 B, +1014 B, =621

10 10 10 10 )
gXZI YI :BO ;XZi +B1 gxli X2i +B2 ;XZi

en forma matricial,

XX xx]™ X'y
~ /_/H

10 62 90 B, 100 Bo 357171 -26418 -21150| (100
62 514 405 B,| =1843| = [Ail = 30294 —26418 2040 1530 | | 843
90 405 1014 B, 621 [“32 —21150 1530 1296 | |\ 621
Bo 10,32

ﬁl =| 093 |= Y=10,32+0,93 X, —0,67 X, +Residuo (Modelo regresidn lineal)

f;z -0,67

(b) La fiabilidad del ajuste se refleja mediante R’ coeficiente de determinacion lineal:

A partir de la ecuacién Y, =B, +B, X, +B,X,, se obtienen las predicciones y residuos asociados

u, =Y, —Y, alas observaciones muestrales.

De este modo, para la primera observacion (Y, =1 ; X;; =2 ; X,, =17), se tiene:

Y, =10,32+0,93 (2)-0,67 (17)=0,79
u=Y,-¥,=1-0,79=0,21

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:
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Regresion Lineal Multiple

Y Voooou=Y-Y (=) P =(v-¥)? (-V)?

1 0,79 0,21 81 0,0441 84,8241

3 1,2 1,8 49 3,24 77,44 0o

4 4,4 0,4 36 0,16 31,36 SCT=).(Y,-Y)* =416

6 7,34 -1,34 16 1,7956 7,0756 =

7 8,94 1,94 9 3,7636 1,1236 10 X

10 12,4 2,4 0 5,76 5,76 SCR=2.(Y,-Y,)* =21,7266
15 12,81 2,19 25 4,7961 7,8961 =

16 15,34 0,66 36 0,4356 28,5156 0,

18 18,54 -0,54 64 0,2916 72,0316 | SCE=Y(Y,—Y)*=394,3666
20 18,8 1,2 100 1,44 77,44 =
100 416 21,7266 394,3666

10 N
_SCE _ E(Yi -Y) ~394,3666

- — 10 _
SCT S (Y —V)? 416

i=1

R’ =0,948 coeficiente de determinacion lineal

Coeficiente de determinacion lineal corregido por g2 _q _ SCRn—k-1 _ 1— 21,7266/7 _ 0933
el numero de grados de libertad SCT/ n—1 416/9 ’

(c) La parte de variabilidad contenida en Y que queda explicada por el método es precisamente
R’ =0,948=94,8%, que es suficientemente alta.

(d) Para calcular los coeficientes de correlacidn lineal simple, se recurre a la tabla |, para calcular
medias, varianzas y covarianzas

10 10
2V PN
_ <=7 100 =
y=H—=""=10 G’ :L—vzzﬂ—mzzuﬁ
N 10 N 10
§ 10 3
Xy, > X,
_ <7162 i
x1=L=—=6,2 Gi :L_yf:ﬁ_&zzzlz,gs
N 10 ! N 10
i 10 3
X, > x5,
_ A 90 2
) == 7 _ G: == —i; :10&_92 :20,4
N 10 : N 10
i
X5 Y,
~~uii 843
m,, =+ " -X, Y :F_(6'2)'10:22'3
10
o _Exﬂyi xy=22 910--279
2y = TRy =T T2 Y =T
N 10
§
X1i Xai 405
m12 = i1 N _i1§2 :F—(G,Z)g :_15,3
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Regresion Lineal Multiple

Los coeficientes de correlacién lineal simple seran:

m,, 22,3

r. = = =
" o, 0, +/12,964416

1

’

m -27,9
h,=———= =-0,96
o, O, /20,4 416

_omy -15,3 —_094
G, O, ~12,96+204

r.1 2

Practica en SPSS

problema?.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edidién Wer Datos  Transformar G Grificos  Utilidades  Wentana 7
i » Informes L7
i [% E = E" # Estadisticos descriptivos 3
|10: Tablas 3 Visible: 3 de 3va
i l Xl Corfpararmedias 4 var var var l var B
Modelo lineal general »
L 1 2 Modelos lineales generalizados ¥
2 3 1 Modelos mixtos 3
3 4 3 Correlaciones 3
Regresion M| Lineal...
4 5 4 Loglineal ¥ Estimacion curviinea... 1 1 =
5 T 5 Clasificar 3 e
% Logistica binaria. ..
6 10 8 RediceloriOe gk . Logistica multinomial ...
Escalas 3 2
7 15 7 Pruebas no paramétricas 3 Ordu?al. "
8 16 Q Seties temparales » Rirhitrs
9 18 1 Supervivencia' ] » Mo lineal,.,
Respuesta mltiple ¥ Estimacidn ponderada. ..
10 20 12 anélisis de valores perdidos... Minimas cuadrados en dos fases, .,
11 Mugstras complejas 3 L
- Contral de calidad N Escalamiento dptima, .,
e Curva COR... [
13
14
dbs “
4 » \Vista de datos 4 ‘ista de variables [ | ¥(|
Regresion lineal 5P55 El procesador esta preparado

Bl Regresidn lineal @

= e
o [y ]
% | [

Bloque 1 de 1

Independientes: [W]
— P

Métada: | Intraducir w

Yariable de seleccidn:
Etiquetas de caso:

Ponderacidn MCP;

Regresian lineal: Estadisticos

Ajuste del modelo

[] Cambio en B cuadrada

) e Cancelar
[ Intervalos de confianza [ Descriptivos
[ Conelaciones parcial y semiparcial

[ Diagnisticos de colinealidad

Coeficientes de regresidn

[ Matriz de covariarzas

Residuos
[ Durbin-watson

[] Diagnésticos por caso

]

HNENE

Lgs‘t&disticns 1 [gréficos... ] [ Guardar.. ] [Qpciones...]

En el Visor de SPSS, se reflejan los resultados:
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Resumen del modelo

Regresion Lineal Multiple

R cuadrado | Errortip, dela
Modelo R R cuadrado corregida estimacian
1 a742 | 833] 1,760
a. Variables predictoras: (Constante), X2, X1
ANOVA?
Suma de Media
Modelo cuadrados il cuadratica F Sig.
1 Regresidn 394,305 2 197,153 63,612 oo
Residual 21,695 T 3,099
Tatal 416,000 9
a. Yariables predictoras: (Constante), X2, X1
b, wariable dependiente:
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizadosg 0g
Modeln =] Errat tip. Beta t Sig.
1 (Constante) 10,318 6,045 1,707 132
1 926 A8T A7 2,027 gz
H2 - BY3 364 -471 -1,844 Jo7

a. Yariable dependiente:

Ejercicio 3.- El gerente de una empresa estudia las posibles relaciones entre beneficios anuales,
gastos en publicidad anuales y horas extraordinarias anuales de los empleados. Para ello utiliza
datos, de estas tres variables, proporcionadas por algunas empresas del sector. Se desea saber:

Beneficios = Gastos Publicidad = Horas extras
(millones) (millones) (100 horas)
1,3 0,3 4
3,5 1,5 9
2,8 0,7 6
3 1,1 7,5
3,3 1,2 8
4 2 7
3,7 2 8
a) Matriz de varianzas—covarianzas.
b) Matriz de correlacién.
c) ¢éQué porcentaje de la varianza de los beneficios explicaria una funcion lineal de los gastos en
publicidad?
d) ¢éQué porcentaje de la varianza de los beneficios explicaria una funcion lineal de las horas
extraordinarias anuales de los empleados?
e) Establecer una relacién lineal que explique anualmente los beneficios mediante los gastos en
publicidad y horas extras.
f) Hallar el coeficiente de correlacién multiple. ¢ Qué porcentaje de la varianza de beneficios queda
explicado por el modelo lineal obtenido en el apartado anterior?
g) Siunaempresa destina 900.000 euros a publicidad y sus empleados realizan 500 horas
extraordinarias al afio, écual seria la estimacion de los beneficios de dicha empresa?
h) Coeficientes de correlacidn parcial de beneficios con gastos en publicidad y de beneficios con
horas extras de los empleados.
g) Coeficiente de correlacion multiple.
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Regresion Lineal Multiple

o, S, S, Spx, =Sy
a) La matriz de varianzas — covarianzas viene definida: VC=|S, | Gil S, Sy, = Sy
2 =
X,Y X5Xq ze le X2 X2 Xq
Y; X1 X5 Yi2 Xfi X%i Y, Xy Y Xy X4i Xy |« Tabla operaciones
1,3 0,3 4 1,69 0,09 16 0,39 5,2 1,2
3,5 1,5 9 12,25 2,25 81 5,25 31,5 13,5
2,8 0,7 6 7,84 0,49 36 1,96 16,8 4,2
3 1,1 7,5 9 1,21 56,25 3,3 22,5 8,25
33 1,2 8 10,89 1,44 64 3,96 26,4 9,6
4 2 7 16 4 49 8 28 14
3,7 2 8 13,69 4 64 7,4 29,6 16
21,6 8,8 49,5 7136 13,48 366,25 30,26 160 66,75
3 'y
Vi i
_ g7 216 =¥, 71,36
y=H—=-""-=3,0857 o ,=L—-y’'= —3,0857° =0,6727
N 7 N
: »
Xy; DX,
_ g5"1 88 <7, 13,48
X,=2—=—"=12571 o == -X= —1,2571% =0,3454
N ! N 7
i 2
Xy; D> X5,
_ 574 495 72, 366,25
X, = —= =7,0714 o, == —-Xx; = ~7,0714° =2,3167
N ? N 7
7
Vi 3026
S, =YX, = —(3,0867).(1,2571)=0,4438
! N 7
7
Zyi X2i 160
i=1 Vi
S,, == ———YX,=———(3,0867).(7,0714) =1,0369
N 7
7
XXX 6675
Seun, =H XX =~ ——(1,2571).(7,0714) = 0,6462

0,6727 0,4438 1,0369
En consecuencia, la matriz de varianzas-covarianzas: VC=| 0,4438 0,3454 0,6462
1,0369 0,6462 2,3167

b) La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, esta formada por los coeficientes de
correlacién lineal simple:

1 rVX1 rVXz rVX1 = rxly
Rx = rxly 1 rxlxz donde r.y)(z :rxzy
rxzy rX2X1 rxlxz - rxz X1
S« 0,4438 S, 1,0369
r, =—2-x =0,9207 r, =—22 =0,8306

" 5,0, ~ J0,6727J0,3454 " o,0, ~ J0,6727/2,3167

Santiago de la Fuente Ferndndez 29



Regresion Lineal Multiple

S
fooowe 06862 40,
6, 0, /03454423167

1 0,9207 0,8306
Por tanto, la matriz de las correlaciones sera: R _=| 0,9207 1 0,7224
0,8306 0,7224 1

NOTA.- En la regresion lineal multiple surge el problema de que exista una correlacion lineal simple

perfecta entre dos (o mas variables) explicativas, ya que esto implica que una (o mas) columna(s) de
la matriz X de observaciones son combinacion lineal de otra(s), con lo que el rango de esta matriz X

se reduce.

En un principio el rango de [X'X] es p (numero de variables explicativas), pero si existe alguna
combinacion lineal entre las columnas de X, entonces el rango es menor que p, con lo que el

. . . o -1 .
determinante de |X'X| =0, lo que impide calcular la matriz inversa [X'X]™, y en consecuencia el

vector de coeficientes = [X'X]_1 X'Y queda indeterminado.
Analizando la matriz de las correlaciones R, se decide si existe o no multicolinealidad:

= S =0 — Existe multicolinealidad

= Si

RX
RX

~0 — Existe cuasi-multicolinealidad o multicolinealidad imperfecta

En caso de multicolinealidad se requiere modificar el modelo o realizar algun tipo de transformacién
gue la elimine.

c) Serequiere hallar el coeficiente de determinacién entre (Y,X,): R, =r, =0,9207"=0,8477

Es decir, el 84,77% de la varianza de los beneficios (Y) queda explicado por una funcidn lineal del
gasto en publicidad (X,)

d) Se requiere hallar el coeficiente de determinacién entre (Y,X,): R}, =r; =0,8306°=0,6899

Es decir, el 68,99% de la varianza de los beneficios (Y) queda explicado por una funcién lineal de las
horas extras de los empleados (X,)

e) Hay que determinar el plano de regresion de los beneficios (Y) sobre el gasto en publicidad (X,) y
las horas extras de los empleados (X,)

?i:BO+B1X1i+BZX2i

Se tiene como referencia la matriz de las varianzas-covarianzas:

s, S, S, | [06727 0,438 1,0369
VC=|S,, o. S, |=|04438 03454 0,6462

Giz 1,0369 10,6462 2,3167
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Regresion Lineal Multiple
Los coeficientes (B,,3,), respectivamente, con signo negativo (-), vienen dados por el cociente de

los adjuntos (S Syxz)entre el adjunto de Gi :

yxi !

. Ve, . Ve, A A
Blz_ ch Bzz_ ch BOZY_lel_BZ 2
0,4438 0,6462‘ 0,4438 0,3454
o 1,0369 2,3167| 0,3581 A 1,0369 0,6462 —0,0714
B,=—(-) = =0,9360 B,=(-) =— =0,1866
0,3454 0,6462| 0,3826 0,3454 0,6462 0,3826

0,6462 2,3167 0,6462 2,3167

B, =Y—PB, X, —PB, X, =3,0857—(0,9360)(1,2571)— (0,1866)(7,0714) = 0,5895

La ecuacion del plano de regresion es: Y =0,5895+0,936 X, +0,1866 X,

o Otra forma de enfocar la situacidn, desde la Tabla de operaciones, mediante las ecuaciones MCO:

7 7 7
NBo +B1 lei +Bz ZXZi :ZYu
i=1 i=1 i=1 7 BO +8,8 Bl +49,5 BZ =21,6

7 7 7 7
conlocual, By XXy +By 2 X5 +B, XX Xy =2 X, Yt = 8,8B,+13,48B,+66,753,=30,26
. - - . 49,5 B, +66,75 B, +366,25 p, =160

7 7 7 7
Bo ZXZi + Bl lei Xy +Bz ini :ZXZi Y,
i=1 i=1 i=1 i=1

en forma matricial,

X'X pex]™ XY

A ——
7 8,8 49,5 B, 21,6 Bo 3,6687 0,6181 -0,6085|( 21,6
8,8 13,48 66,75 B, |=]30,26 |= Bl =| 06181 0,8648 -0,2412||30,26
49,5 66,75 366,25 B, 160 f;z -0,6085 -0,2412 0,1289|{ 160
Bo| [0,5895
Bl = 10,9360 | = Y=0,5895+0,936 X, +0,1866 X, (Modelo regresion lineal)
f;z 0,1866

Con el modelo de regresidn, a partir de la ecuacion, Y =0,5895+0,936 X, +0,1866 X,, se obtienen

las predicciones y residuos asociados u, =Y, —Y, a las observaciones muestrales.

De este modo, para la primera observacion (Y, =1,3 ; X,;=0,3 ; X,, =4), se tiene:

¥, =0,5895+0,936 (0,3)+0,1866 (4)=1,6167
u =Y,-Y,=1,3-1,6167=-0,3167
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Regresion Lineal Multiple

Considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

Yoo Xa X % u=veY (=Y =(-N7 (oY) ,
13 03 4 16167 -0,3167 3,1887 0,1003 2,1580 | SCT=) (Y, —Y)*=4,7086

35 1,5 9 3,6729 -0,1729 0,1716 0,0299 0,3448 =1

2,8 0,7 6 2,3643 0,4357 0,0816 0,1898 0,5204 -
3 11 75 3,018 -0,018  0,0073 0,0003 0,0045 | SCR=Y(Y, -VY,)* =0,4479

3,3 1,2 8 3,2055 0,0945 0,0459 0,0089 0,0144 =
4 2 7 3,7677 0,2323 0,8359 0,0540 0,4651 7 .

3,7 2 8 39543 -0,2543 0,3774 0,0647 0,7545 | SCE=Y (Y. ~Y)*=4,2616

21,6 8,8 49,5 4,7086 0,4479 4,2616 =1

z YAY:
_SCE _ E(Yi -Y) 42616

R = == = =0,9051 coeficiente de determinacion lineal
SCT (Y, -Y)? 4,7086
i=1 I
SCR  0,4479 . .
S: = 1 = =0,112 varianza residual
n f— f—

Coeficiente de determinacion lineal corregido g2 _4 _ SCR/n—k-1 _ 1— 0,4479/4 _ 0.8573
por el numero de grados de libertad SCT/n—-1 4,7086/6

h) El coeficiente de correlacidn parcial entre los Beneficios (Y) y el Gasto en Publicidad (X,) se puede
obtener mediante la expresion:

VC

— ¥Xq

s = Jve, ve,

VC, son los adjuntos de la matriz de las varianzas-covarianzas:

c. S Sy, 0,6727 0,4438 1,0369

y ¥X1 yX
VC=|S,, o, S, |=|0/4438 03454 0,6462
Sey Sux, O 1,0369 0,6462 2,3167
0,4438 10,6462
= =-0,3581
©]1,0369 2,3167
0,3454 0,6462 0,6727 1,0369
w= =0,3826 VC,, = =0,4833
0,6462 2,3167 ™ |1,0369 2,3167
VG, 0,3581

El coeficiente de correlacion parcial entre Ye X,: r, =- = =0,
\/vcyyvcxlxl |/(0,3826)(0,4833)
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ryx1 _ryxz r"‘1 X2

r-x Xy =
. \/(1 ryzxz)(l_rx21xz)

1 r
Donde los r; son los elementos de la matriz de Y
. . . . . R, = X1y 1
correlaciones simples R, de la variable explicativa
r., r
2Y X X
conlocual, r

_ r
YXy Xy \/(1

rVX 2

Andlogamente, r.

B ryxl rxz X1

T T, 0,9207—(0,8306)(0,7224)
2 )(1-12,) 4/(1-0,8306%)(1-0,7224%)

_0,8306—(0,9207)(0,7224)

=0,833

YX, . Xq

\/(1—ry2x1)(1—r32x1) \/(1—0,92072)(1—0,72242)

=0,

Regresion Lineal Multiple
= El coeficiente de correlacion parcial entre los Beneficios (Y) y el Gasto en Publicidad (X,) se puede
obtener también mediante la expresion:

1

0,8306 0,7224

613

0,9207 0,8306
=|0,9207 1

. También, los Coeficientes de correlacion parcial se calculan mediante la expresion:

V SR * qi+1, 1+1
2
R*(Y,X,;X,) =—————— coeficiente de determinacién parcial
tt+n—(k+1)

il bexl™ X
'Bo| [0,5895 3,6687 0,6181 —0,6085|( 21,6 )
se tenia: Al = 10,9360 | = 0,6181 0,8648 —-0,2412|] 30,26
Bz 0,1866 —0,6085 -0,2412 0,1289|! 160 )
\e/
Oj+1, i+ = €lemento de [xx]?
B 0,936
tgastos_publi = > Bl = :3,0075
VSiGiaaa  4/(0112)(0,8648)
El coeficiente de determinacion parcial:
t? 4 3,0075
ro. , =R’(Beneficios,Gastos_Publi;Horas extras) = o——&=2="2

gasto _publi

El coeficiente de correlacion parcial:

YXq

= Andlogamente, t
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horas _extras

Fex, =R(Beneficios,Gastos _Publi;Horas extras)=+/0,6933 =0,833

B, 01866

\/S; 'qi+1, 1+1 B \/(0’112) (0'1289) -

7

530

+n—(k+1) 3,0075+4

=0,6933

0,7224
1
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El coeficiente de determinacion parcial:
2

thoras_extras _ 115532
+n—(k+1) 1,553°+4

r’ .. =R’(Beneficios,Horas extras;Gastos _Publi)=—

¥X2 X1

=0,37615

horas _ extras

El coeficiente de correlacion parcial:

e, x, =R(Beneficios,Horas extras; Gastos _Publi)=,/0,37615=0,6133

yX

f) El Coeficiente de correlacion multiple viene definido por:

2 2
2 4 |CV| L —2ryxlryx2rXlXZ
M, =1~ =5~ R =r =
2 o.C s 1-r?
y Tyy X1Xy

o S S i 0,6727 10,4438 1,0369
matriz de varianzas-covarianzas: VC= ley G, S 1= 0,4438 0,3454 0,6462

Sy S O, 1,0369 0,6462 2,3167

0,6727 0,4438 1,0369
|CV|=]0,4438 0,3454 0,6462(=0,0245 vC,, =
1,0369 0,6462 2,3167

0,3454 0,6462

=0,3826
0,6462 2,3167

Ccv 0,0245 .
r-yzxx = 2:1_ |2 | =1- =0,905, Oblen,
v o’C,  (0,6727)(0,3826)

2

R? 2 M +er2 — 21, Tk, 0,9207°+0,8306° —2.0,9207.0,8306.0,7224
1-r? 1-0,7224°

X1Xa

=0,905
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Guia Practica en SPSS

i problema3.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS %)
Archivo  Edicion Ver Datos Transformar [EUSEE Gréficos Utiidades Vertana 7 Bl Regresidn lineal
B! L
P formes »
=3 g Wl o
& E il ISV & Gastos_ Pubi Dependient>
1 : Beneficios 13 Tablas 4 Visible: 3 de 3 va & Horas_etias l:l & Beneficios
i '2gar
Beneficios | Gastos_F comparsr mediss : T | var ar var | var A Bloque 1 de 1
= Modelo lineal general » - S
1 1.30 30| Madelos linssles generlizados ¥ L
2 3,50 1,50 Modslos mixtos » e
3 2.80 70 | Corrslaciones v | & Gatas,Pub =
g e O | #ies
4 3,00 L10[™ oginesl ¥ Estimacién curviinea... | Horas_gutras
5 3,30 1,20 Clasficar o ——— b
Reduccién de dates »|  Logisticabinara... <
6 4,00 2,00 = | Logistica multinorial . Métoder | Introduci v|
7 370 2,00]  pruehas o paramétricas » gmk‘j”:" 3 . =
3 Serles temprales & robit... ¥ar|ahla de seleccidn :
Respuesta mdlkiple »|  Estmacién ponderada...
10 . - &ndlisis de valores perdidos. .. Miriros cuadrados en dos Fases... _Ellquelas de casor
11 Muestras complejas 3 . ) l:l |
= Control de calidad o| 1 EscalamEnts sptino: 3
< Curva COR.... [ Ponderacion MCP:
E S E— — 1
14
15 v [Es_ladl’st\cos...] [gréhcns ] [ Guardar. ] [Qucmnes ]
4+ \Vista de datos £ Vista de variables / - = - > |
Rearesion insal SPSS El procesador_esta preparado

Regresion lineal: Estadisticos

Cosficientes de regresion Ajuste del modelo
Estimaciones Cambio en B cuadrado
S ancelar
]

Intervalos de confianza 5

b atriz de covarianzas Correlaciones parcial y semiparcial Ayuda

Diagndsticos de colinealidad

Residuos
Dwrbin-watzon

[ Diagnésticas por cazo

\ 0 Estimaciones \

Ofrece las estimaciones de los coeficientes de regresién parcial no estandarizados (B) y
estandarizados (Beta), junto con las pruebas de significacion individuales para contrastar las
hipdtesis de que el valor poblacional de esos coeficientes es cero.

Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados o5
Modeln B Errar tip. Beta t Sin.
1 (Constante) 890 B 920 410
Gastos_Publi 936 311 3,007 040
Horas_extras 87 120 346 15553 195

4. Variable dependiente: Beneficios

En la columna encabezada por [Coeficientes no estandarizados] se encuentran los coeficientes f3,
que forman parte de la ecuacidn en puntuaciones directas:

Beneficios =0,590+ 0,936 (Gastos _Publicidad)+0,187 (Horas _extras)

Estos coeficientes no estandarizados se interpretan en los términos ya conocidos. Senalar que estos
coeficientes no son independientes entre si. De hecho, reciben el nombre de coeficientes en
regresion parcial porque el valor concreto estimado para coeficiente se ajusta teniendo en cuenta la
presencia del resto de variables independientes. Conviene, por tanto, interpretarlos con cautela.

El signo del coeficiente de regresion parcial de una variable puede no ser el mismo que el del
coeficiente de correlacidn simple entre esa variable y la dependiente. Esto se produce a los ajustes
gue se llevan a cabo para obtener la mejor ecuacién posible. Aunque existen diferentes
explicaciones para justificar el cambio de signo de un coeficiente de regresion, una de las que deben
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de ser mas seriamente consideradas es la que se refiere a la presencia de un alto grado de asociacion
entre alguna de las variables independientes (Colinealidad).

. Los Coeficientes Beta estan basados en las puntuaciones tipicas y, por tanto, son directamente
comparables entre si. Indican la cantidad de cambio, en puntuaciones tipicas, que se producira en la
variable dependiente por cada cambio de una unidad en la correspondiente variable independiente
(manteniendo constantes el resto de variables independientes).

Estos coeficientes proporcionan una pista muy Util sobre la importancia relativa de cada variable
independiente en la ecuacién de regresion. En general, una variable tiene tanto mas peso
(importancia) en la ecuacién de regresion cuanto mayor (en valor absoluto) es su coeficiente de
regresion estandarizado.

Observando los coeficientes Beta del ejercicio, la variable Gastos_Publicidad es la mas importante.

Y. Pruebas de significaciéon

Las pruebas t y sus niveles criticos (ultimas dos columnas de la tabla) sirven para contrastar la
hipotesis nula de que un coeficiente de regresién vale 0 en la poblacién. Niveles criticos (Sig) muy
pequeiios (generalmente menores que 0,05) indican que debemos rechazar la hipdtesis nula.

Un coeficiente de cero indica ausencia de relacién lineal, de modo que los coeficientes
significativamente distintos de cero informan sobre qué variables son relevantes en la ecuaciéon de
regresion.

= Observando el nivel critico asociado a cada prueba t, las dos variables utilizadas
(Gastos_Publicidad, Horas_extras) tienen coeficientes significativamente distintos de cero (en
todas, Sig<0,05). Por tanto, las dos variables independientes contribuyen significativamente a
explicar lo que ocurre con la variable dependiente (Beneficios).

|0 Ajuste del modelo |

Muestra el coeficiente de correlacién multiple, su cuadrado corregido y no corregido, y el error tipico
de los residuos. También incluye la tabla resumen de ANOVA, que contiene al estadistico F de Fisher-
Snedecor para contrastar la hipdtesis nula de que el coeficiente de correlacion multiple Ry, =0

Resumen del modelo ) . . ., L
R°=0,905 coeficiente determinacion multiple

R cuadrado | Errortip. dela

Modelo R R cuadrado corregida gstimacidn -
1 G512 605 857 33464 | R°=0,905 coeficiente determinacion multiple
a. variables predictoras: (Constante), Horas_exiras, Gastos_ corregido
Fuhli
ANOVA®
Suma de Med}ia
El estadistico F contrasta la hipStesis nula de que  H " T ST T
. Residual 448 4 a2
el valor poblacional de R, , es cero. fos i ;

a. Variahles predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_Publi
b. variable dependiente: Beneficiog

En consecuencia, permite decidir si existe relacidn lineal significativa entre la variable dependiente y
el conjunto de variables independientes tomadas juntas.

El valor de un nivel critico (Sig < 0,05) indica que existe relacidn lineal significativa, pudiendo afirmar
gue el hiperplano definido por la ecuacién de regresidn ofrece un buen ajuste a la nube de puntos.
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7 A
SCE=> (Y -Y)*=4,261 gl=k=2

i=1

7 .
En este caso, < SCR=>(Y,-Y,)*=0,448 gl=n-k-1=7-2-1=4
i=1

7 —_
SCT=Y.(Y,-Y)*=4,709 gl=n-1=7-1=6

i=1

! 7 \2
RZ_SCE_E(Yi_Y‘) 4,261
=—=K -

i=1

=0,905 coeficiente de determinacion multiple

SCR 0,448

S: = =—"——=0,112 varianza residual
n—k-1

co_ SCRIn—k=1__ 0,448/4

SCT/n—-1 4,709/6

=0,857 coeficiente de determinacion multiple corregido

_ SCEkk _ 4,261/2
SCR/n—k—-1 0,448/4

=19,023 estadistico observado F de Fisher-Snedecor

=7 Adviértase la relacion entre el coeficiente de determinacidén multiple y el estadistico F:

L 2
F:[n k 1} R |2 0,905 _19,023
k 1-R (1-0,905)

Hy:B,=B,=0
Se rechaza H,si F>F ,

19,023>6,9443=F,

,05;2,4

Contraste de la Hipdtesis nula {

0 Intervalos de confianza ‘

Situados en la tabla [Coeficientes de regresion], permitiendo que ademas de obtener una estimacion
puntual de los coeficientes de regresion parcial, se pueda obtener el intervalo de confianza para
estos coeficientes.

Estos intervalos informan sobre los limites en que se encuentra el valor poblacional de cada
coeficiente. Los limites se obtienen sumando y restando 1,96 (SPSS trabaja por defecto con un nivel
de significacion 0,95) errores tipicos al valor del correspondiente coeficiente de regresion.

Una amplitud grande en los intervalos de confianza indica que las estimaciones obtenidas son poco

precisas y, probablemente, inestables (coas que puede ocurrir, por ejemplo, cuando existen
problemas de colinealidad).
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Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para
estandarizadas a5 B al 95%

Lirnite
hodelo B Errar tip. Beta t Sig. Lirnite inferior | superior
1 (Constante) 540 G4 820 410 -1,180 2,359

Gastos_Publi 936 311 670 3,007 040 72 1,800
Horas_estras a7 120 346 1,553 1495 - 147 520

a. Yariahle dependiente: Beneficios

o Matriz de covarianzas

Muestra una matriz con las covarianzas y correlaciones existentes entre los coeficientes de regresion
parcial.

Correlaciones de los coeficientes®

Modelo Horas_extras | Gastos_Publi
1 Correlaciones  Horas_extras 1,000 - 722
Gastos_Puhbli =722 1,000

Covarianzas Horas_extras 014 =027
Gastos_Publi - 027 087

a. Variahle dependiente; Beneficios

a Descriptivos

Ofrece la media y la desviacion tipica de cada variable y el nimero de casos utilizados en el analisis.

Ademas, ofrece la matriz de correlaciones entre el conjunto de variables utilizadas en el andlisis,
En la matriz de correlaciones, cada coeficiente de correlaciéon aparece acompainado de su
correspondiente nivel critico (que permite decidir sobre la hipdtesis de que el coeficiente de
correlacién vale 0 en la poblacién) y del nimero de casos sobre el que se ha calculado cada
coeficiente.

Légicamente, en la diagonal de la matriz de correlaciones aparecen unos, pues la relacidon entre
una variable y ella misma es perfecta.

Estadisticos descriptivos

Desviacion
Media tip. I
Beneficios 3,0857 88587 7
Gastos_Publi 1,2671 63471 7
Horas_extras 70714 1,64384 7

Correlaciones

Beneficios | Gastos_Publi | Horas_extras

Correlacion de Pearson  Beneficios 1,000 821 REXH
Giastos_Publi A 1,000 T2

Horas_extras a3 WA 1,000

Sig. {unilateral Beneficios ; anz 010
Gastos_Publi ooz : 033

Horas_extras 10 033 .

I Beneficios 7 7 7
Gastos_Publi 7 & 7

Horas_extras T T 7
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o Correlaciones parcial y semiparcial

Esta opcidn permite obtener los coeficientes de correlacion parcial y semiparcial entre la variable
dependiente y cada variable independiente-

Un coeficiente de correlacion parcial expresa el grado de relacion existente entre dos variables tras
eliminar de ambas el efecto debido a terceras variables. Es decir, los coeficientes de correlacidon
parcial expresan el grado de relacidon existente entre cada variable independiente y la variable
dependiente tras eliminar de ambas el efecto debido al resto de variables independientes incluidas
en la ecuacion.

Un coeficiente de correlacion semiparcial expresa el grado de relacion existente entre dos variables
tras eliminar de una de ellas el efecto debido a terceras variables. Es decir, estos coeficientes
expresan el grado de relacidn existente entre la variable dependiente y la parte de cada variable
independiente que no esta explicada por el resto de variables independientes.

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad
estandarizados 0s Correlaciones
mModelo B Error tip. Beta t Sig. Crden cero Parcial Semiparcial
1 (Canstante) &40 Bd1 420 A10
Gastos_Puhli 936 311 670 3,007 040 921 833 464
Haoras_extras 18T 20 346 1,553 184 REicHl 613 240

3. Yariable dependiente: Beneficios

Con los coeficientes de correlacidon parcial y semiparcial, aparecen las correlaciones de orden cero, es
decir, los coeficientes de correlacién calculados sin tener en cuenta la presencia de terceras variables
(se trata de los mismos coeficientes que aparecen en la tabla anterior de correlaciones).

Comparando entre si estos coeficientes (de orden cero, parcial y semiparcial), pueden
encontrarse pautas de relacidn interesantes: En los datos de la tabla se observa, por ejemplo:

= Larelacidn entre la variable dependiente Beneficios y la variable independiente
Gastos_Publicitarios vale 0,921.

= Al eliminar de las variables (Beneficios, Gastos_Publicitarios) el efecto atribuible a las
Horas_extras, la relacidn baja a 0,833 (parcial).

= Cuando el efecto atribuible a Horas_extras se elimina sélo de la variable Beneficios, la relaciéon
baja a 0,464 (semiparcial).

Andlisis que indica que la relacion entre las variables (Beneficios, Horas_extras) tiene mucho menor
peso en la relacion.

0 Colinealidad \

Existe una colinealidad perfecta cuando una de las variables independientes se relaciona de forma
perfectamente lineal con una o mas del resto de las variables independientes de la ecuacion.

Se dice que existe una colinealidad parcial, o simplemente, colinealidad, cuando entre las variables
independientes de una ecuacién existen correlaciones altas.
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La colinealidad es un problema, porque en el caso de colinealidad perfecta, no es posible estimar los
coeficientes de la ecuacién de regresion; y en el caso de colinealidad parcial, aumenta el tamafio de
los residuos tipificados y esto produce coeficientes de regresién muy inestables (pequefios cambios
en los datos, como quitar o afiadir un caso, produce cambios muy grandes en los coeficientes de
regresion). Esta es una de las razones de encontrarse con coeficientes con signo cambiado:
<correlaciones positivas pueden transformarse en coeficientes de regresion negativos (incluso
significativamente negativos)>. Curiosamente, la medida de ajuste R* no se altera por la presencia
de colinealidad, pero los efectos atribuidos a las variables independientes pueden ser engafiosos.

Al evaluar la existencia o no de colinealidad, la dificultad estriba en determinar cudl es el grado
maximo de relacién permisible entre las variables independientes. Sobre esta cuestidn no existe un
consenso generalizado, aunque puede servir de guia la presencia de indicios que se pueden
encontrar en los resultados de un andlisis de regresidon (aunque estos indicios pueden tener su
origen en otras causas):

= El estadistico F que evalua el ajuste general de la ecuacidn de regresidn es significativo, pero no
lo es ninguno de los coeficientes de regresién parcial.

= Los coeficientes de regresion parcial estandarizados (coeficientes Beta) estan inflados tanto en
positivo como en negativo (al mismo tiempo, adoptan valores mayores que 1 y menores que —1)

= Existen valores de tolerancia pequenos (préximos a 0,01). La tolerancia de una variable
independiente es la proporcién de varianza de esa variable que no esta asociada (que no
depende) del resto de variables independientes incluidas en la ecuacion. Por ejemplo, una
variable con una tolerancia de 0,01 es una variable que comparte el 99% de su varianza con el
resto de variables independientes, lo que significa que se trata de una variable redundante casi
por completo.

= Los coeficientes de correlacion estimados son muy grandes (por encima de 0,90 en valor
absoluto).

SPSS ofrece la posibilidad de obtener algunos estadisticos que pueden ayudar a diagnosticar la
presencia de colinealidad. Se trata de estadisticos orientativos que, aunque pueden servir de ayuda
para determinar si existe mayor o menor grado de colinealidad, no permiten tomar una decision
clara sobre la presencia o no de colinealidad.

Los estadisticos de colinealidad se recogen en la tabla de coeficientes de regresion parcial ya
analizada anteriormente, pero ahora contienen informacién adicional sobre los niveles de tolerancia
y sus inversos (FIV).

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Estadisticos de
estandarizados 0s colinealidad
mModelo B Error tip. Beta 1 Sig. Tolerancia FIv
1 (Constante) 540 41 820 410
Gastos_Puhli 936 311 BT0 3,007 040 478 2,090
Horas_extras 187 20 346 1,553 195 478 2,090

2. Variahle dependiente: Beneficios

El nivel de tolerancia de una variable se obtiene restando a 1 el coeficiente de determinacion
multiple (1—R?) que resulta al regresar esa variable sobre el resto de variables independientes.

Valores de tolerancia muy pequefios indican que esa variable puede ser explicada por una
combinacidn lineal del resto de variables, lo que significa que existe colinealidad.
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Los factores de inflacion de la varianza (FIV) son los inversos de los niveles de tolerancia. Reciben
este nombre porque son utilizados en el cdlculo de las varianzas de los coeficientes de regresion.

Cuanto mayor es el FIV de una variable, mayor es la varianza del correspondiente coeficiente de
regresion. De ahi, que uno de los problemas de la presencia de colinealidad (tolerancias pequefias,
FIVs grandes) sea la inestabilidad de las estimaciones de los coeficientes de regresion.

La siguiente tabla del Visor de SPSS muestra la solucién resultante de aplicar un andlisis de
componentes principales a la matriz estandarizada no centrada de productos cruzados de las
variables independientes:

Diagndsticos de colinealidad®

Indice de Froporciones de |3 varianza
Modelo  Dimensidn | Autovalor condician {Constante) | Gastos_FPuhli | Horas_extras
1 1 2,684 1,000 an RiN a0
2 097 5,453 14 A3 01
K] 014 14614 84 A6 99

a. Wariahle dependiente: Beneficios

Los Autovalores informan sobre cuantas dimensiones o factores diferentes subyacen en el conjunto
de variables independientes utilizadas.

La presencia de varios autovalores proximos a cero indica que las variables independientes estan
muy relacionadas entre si (colinealidad). En este caso, no existe el problema.

Los indices de condicidn son la raiz cuadrada del cociente entre el autovalor mas grande (2,889) y
cada uno del resto de los autovalores (por ejemplo, ,/2,889/0,097 =5,453).
En condiciones de no-colinealidad, estos indices no deben superar el valor de 15. indices mayores

gue 15 indican un posible problema, indices mayores que 30 informan de un serio problema de
colinealidad.

Las Proporciones de la varianza recogen la proporcién de varianza de cada coeficiente de regresiéon
parcial que esta explicada por cada dimensién o factor. En condiciones de no-colinealidad, cada
dimensidn (factor) suele explicar gran parte de la varianza de un solo coeficiente (excepto en lo que
se refiere al coeficiente 3, 0 constante, que siempre aparece asociado a uno de los otros

coeficientes. En el ejercicio, el término constante aparece asociado a las Horas_extras.

La Colinealidad es un problema cuando una dimensién o factor con un fndice de condicidn alto,
contribuye a explicar gran parte de la varianza de los coeficientes de dos o mds variables.

¢ Cuando en un conjunto de datos se detecta la presencia de colinealidad, hay que aplicar alguin
tipo de actuacion:

(a) Aumentar el tamafio de la muestra (es util cuando existen pocos casos en relacién con el
numero de variables).

(b) Crear indicadores multiples combinando variables (promediando variables, efectuando un
analisis de componentes principales para reducir las variables a un conjunto de componentes
independientes y aplicar después el andlisis de regresion sobre esos componentes.

(c) Excluir variables redundantes (variables que correlacionan muy alto con otras), quedando con
las que se consideran mas importantes.

(d) Utilizar una técnica de estimacion sesgada, como la regresion ridge.

Santiago de la Fuente Ferndndez 41



Regresion Lineal Multiple

|0 Residuos: Durbin-Watson |

El analisis de los residuos proporciona informacidn crucial sobre el cumplimiento de varios supuestos
del modelo de regresion lineal: independencia, homocedasticidad, normalidad y linealidad.

El estadistico de Durbin-Watson (1951) proporciona informacion sobre el grado de independencia
existente entre ellos:

DW=~0 si p=1
~2(1—-p) ={DW=2 si p=0 :
DW~4 si p=—1

Z(ui _ui—l)z
DW =2 —
2
i=1

DWW =2 DWW =4

| |
1 p=0 p=-1

El estadistico de Durbin-Watson oscila entre 0 y 4, toma el valor 2 cuando los residuos son
independientes. Los valores menores que 2 indican autocorrelacion positiva y los mayores que 2
autocorrelacién negativa. Se puede asumir independencia entre los residuos cuando 1,5<DW<2,5

Resumen del modelot

R cuadrado | Errortip. dela Durhin-
Maodelo R R cuadrado corredida estimacian Wiatson
1 05138 805 8aT 33464 1,933

a. Wariables predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_FPubli
h. Variable dependiente: Beneficios

DW=1,933, valor que se encuentra entre 1,5y 2,5, se puede asumir que los residuos son
independientes.

0 Diagnésticos por caso

Valores atipicos a mds de ... Con esta opcidn, SPSS indica los valores que producen un error grande,
concretamente a mas de n veces la desviacidn tipica de la variable residuos. En este caso, si
introducimos 2 o 3 desviaciones tipicas no se obtiene ningln valor atipico (pudiera ocurrir que al
poner 1,5 desviaciones tipicas, si existiera).

La forma de proceder es seleccionar [Cambio en RZ] y [Valores atipicos a mds de ...], el Modelo
indica el nimero de pasos dados para construir el modelo de regresidn (pasos que sean). También
indica si en alguno de los pasos se ha eliminado alguna variable previamente seleccionada; en el
ejemplo que nos ocupa no se elimina ninguna variable.

Resumen del modelob

Estadisticos de cambio

R cuadrado | Errortip. dela | Cambioen Sig. del
Modelo R F cuadrado carregida estimacian F cuadrado | CamhbioenF gl al2 cambioenF
1 4512 805 857 33464 905 19,023 2 4 009

a. Yariahles predictoras: (Constante), Horas_extras, Gastos_Publi

b. variahle dependiente: Beneficios

La tabla recoge el valor de R? en cada paso, el cambio experimentado por R? en cada paso, v el
estadistico F y su significacion. El estadistico F permite contrastar la hipdtesis de que el cambio en R?

vale cero en la poblacién.

Al seleccionar la primera variable (Modelo 1), el valor de R? es 0,905. Légicamente, en el primer
paso, RZ .. =R’. Al contrastar la hipétesis de que el valor poblacional de R?, .. es cero se obtiene

cambio
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un estadistico F de 19,023 que, con 2 y 4 grados de libertad, tiene una probabilidad asociada de
0,009 (como este valor es menor que 0,05), pudiendo afirmar que la proporcién de varianza
explicada por la variable Gastos_Publicidad (variable seleccionada en el primer paso) es
significativamente distinta de cero.

x|

[ & Gastos_Publi Dependiente: 5
|$>Horas_extras E _@Beneficios

Blogue 1 de 1

Regresian lineal: Graficos

B . . Dispersidn 1 de 1
[2rEn snterio
| *DRESID .
“A0JPRED i -
“SRESID II' | k
“SDRESID ] & i :
Gréficos de residucs tipficados [ Generar tados los aréficos parciales
[ Histograma
[ Grafica de prob. nomal

Restablecer

Estadisticos... [Gréficos... ] I Guardar... ] [Dpciones...]

Las variables que aparecen permiten obtener distintos graficos de dispersion. Las variables
precedidas por un asterisco son variables creadas por SPSS.

Regresicn lineal: Guardar nuevas variables

Walores pronosticados Residuns

i tipificados [ No tipficados

[ Tipificados [ Tipificadss

[] Conegidas ] Estudentizados

[CJE.T. del pronéstico promedio [ Eliminados

o [C] Eliminados estudsntizados
[ Mahalanchis Estadisticos de influencia
[]De Cock [DiBstas

[ ¥alores de influencia [ DfBetas tipificadss

[ Ditjuste
[ Dkjuste tipificada
[] Razén entre covarianzas

Intervalos de prondstic
[IMedia [ Individuss

Intervalo de confianza: | %

Estadisticos de los coeficientes

[ Crear cosficientss de los estadisticos

Expaortar informacian del modeln a un archivo ML

| E gaminar

Incluir la matriz de covarianzas

&

Todas las variables pueden crearse en la opcidn [Guardar]
marcando las opciones pertinentes del recuadro

= DEPENDNT: Variable dependiente de la ecuacion de regresion.

= ZPRED (prondsticos tipificados): prondsticos divididos por su desviacion tipica. Son prondsticos
transformados en puntuaciones z (media cero y desviacion tipica 1)

= ZRESID (residuos tipificados): residuos divididos por su desviacién tipica. El tamafio de cada
residuo tipificado indica el niumero de desviaciones tipicas que se aleja de su media, de modo
gue, si estan normalmente distribuidos (cosa que se asume en el andlisis de regresion). El 95%
de estos residuos se encontrara en el rango [-1,96, 1,96], lo que permite identificar facilmente
casos con residuos grandes.

Santiago de la Fuente Ferndndez

43



Regresion Lineal Multiple
= DRESID (residuos eliminados o corregidos): residuos obtenidos al efectuar los prondsticos
eliminando de la ecuacién de regresion el caso sobre el que se efectua el prondstico. El residuo
correspondiente a cada caso se obtiene a partir del prondstico efectuado con una ecuacioén de
regresion en la que no se ha incluido ese caso. Son muy utiles para detectar puntos de influencia
(casos con gran peso en la ecuacion de regresion).

= ADIJPRED (prondsticos corregidos): prondsticos efectuados con una ecuacién de regresion en la
gue no se incluye el caso pronosticado (ver residuos eliminados o corregidos). Diferencias
importantes entre PRED y ADJPRED delatan la presencia de puntos de influencia (casos con gran
peso en la ecuacion de regresion).

= SRESID (residuos estudentizados): residuos divididos por su desviacion tipica, basada ésta en
como de préximo se encuentra un caso a su(s) medias(s) en la(s) variable(s) independiente(s).
Al igual que ocurre en los residuos estandarizados (a los que se parecen mucho), los
estudentizados estan escalados en unidades de desviacidn tipica. Se distribuyen segun el
modelo de probabilidad t-Student con (n—p - 1) grados de libertad (p se refiere al nimero de
variables independientes). Con muestras grandes, aproximadamente el 95% de estos residuos
deberia encontrarse en el rango [-2, 2].

= SDRESID (residuos corregidos estudentizados): residuos corregidos divididos por su desviaciéon
tipica. Utiles también para detectar puntos de influencia.

Algunas de estas variables permiten detectar puntos de influencia, pero, entre todas, hay dos
variables (ZPRED, ZRESID) cuyo diagrama de dispersion informa sobre el supuesto de
homocedasticidad o igualdad de varianzas.

El supuesto de igualdad de varianzas implica que la variacién de los residuos debe de ser uniforme
en todo el rango de valores pronosticados. O, lo que es lo mismo, que el tamano de los residuos es
independiente del tamafio de los prondsticos, de donde se desprende que el diagrama de dispersién
no debe mostrar ninguna pauta de asociacién entre los residuos y los prondsticos.

Para obtener un diagrama de dispersion con las variables (ZPRED, ZRESID):

Grafico de dispersion
Variable dependiente: Beneficios

Regresion lineal: Graficos 154
; i o
DEFENDNT Il Continuar 8
"ZFRED Siguiente %10
"DRESID i [}
“DJPRED ¥: |*ZRESID poan
“SRESID ] 2,08
2 : =2 )
SDRESID o] & [=ZFReD E
e 007 o
Gréficos de residuos tipificados [] Generar tados los gréficos parciales I%
[ Hist g
Histograma 205 o
[ Gréfica de prob. nomal © o
1,04 <!

T T T T
-2 -1 o 1

Regresién Valor pronosticado tipificado

En el diagrama de dispersidon se observa que aunque los residuos y los prondsticos parecen ser
independientes (la nube de puntos no sigue ninguna pauta de asociacién clara, ni lineal ni de ningln
otro tipo), no esta claro que las varianzas sean homogéneas. Mas bien, parece que a medida que van
aumentando el valor de los pronésticos va disminuyendo la dispersion de los residuos.
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Los prondsticos menores que la media (con puntuacién tipica por debajo de cero) estdan mas
concentrados que los prondsticos mayores que la media (con puntuacion tipica mayor que cero).

Cuando un diagrama de dispersion delata la presencia de varianzas heterogéneas, puede utilizarse
una transformacion de la variable dependiente para resolver el problema (tal como una
transformacién logaritmica o una transformacion raiz cuadrada). No obstante, al utilizar una
transformacién de la variable dependiente, debe cuidarse el problema de interpretacién que afiade
el cambio de escala.

El diagrama de dispersidn de las variables (ZPRED, ZRESID) posee la utilidad adicional de permitir
detectar relaciones de tipo no lineal entre las variables. Cuando la relacidn es no lineal, el diagrama
puede contener indicios sobre otro tipo de funcién de ajuste (los residuos estandarizados podrian en
lugar de estar homogéneamente dispersos seguir un trazado curvilineo).

o Normalidad

El recuadro de Graficos de los residuos tipificados contiene dos opciones que informan sobre el
grado en que los residuos tipificados se aproximan a una distribucién normal: Histograma y Grdfico
de probabilidad normal.

= HISTOGRAMA: Ofrece un histograma de los residuos tipificados con una curva normal
superpuesta. La curva se construye tomando una media de cero y una desviacion tipica de uno.
Es decir, la misma media y la misma desviacién tipica que los residuos tipicos tipificados.

Histograma

Variable dependiente: Beneficios

%}
1

Frecuencia

L~ \
10 05 0,0 05 10 15
Regresion Residuo tipificado

™~ Media =1,03E-15
Desviacion tipica =0,816
=7

En el histograma del ejercicio se observa que la parte central acumula mas casos de los que
existen en una curva normal. La distribucidn es algo asimétrica a la derecha. La distribucion de
los residuos no parece seguir el modelo de probabilidad normal, de modo que los resultados del
analisis deben de interpretarse con cautela.

= GRAFICOS DE LOS RESIDUOS TIPIFICADOS.- Permite obtener un diagrama de probabilidad
normal. En el eje de abscisas esta representada la probabilidad acumulada que corresponde
a cada residuo tipificado. El de ordenadas representa la probabilidad acumulada tedrica que
corresponde a cada desviacion tipica en una curva normal N(0, 1).
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Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado
Variable dependiente: Beneficios

1,0
0,87
= .
g Los puntos no se encuentran alineados sobre
@06 la diagonal del gréfico, indicando el posible
5 incumplimiento del supuesto de normalidad.
S04
o
E o]
0,29 o
00— T T T T T
0.0 02 04 06 0,8 10
Prob acum observada
Grafico de dispersion
Variable dependiente: Beneficios
400 ° En el Grdfico de valores observados frente a
354 o los predichos (DEPENDNT, ZPRED), los
1 ¢ valores se deben alinear en la diagonal del
S'UU— . . . .7
£ ° cuadrante, si hubiera mucha dispersion,
= - . . ’ .. . Vd .
2o implicaria que no se verifican las hipétesis de
m . .
200 homocedasticidad.
1,50
. ° En este caso existe igualdad de varianzas.
; ! : T

Regresion Valor pronosticado tipificado

Regresidn lineal: Graficos

[DEPENDNT | Dispersion 1 de 1
“ZPRED | . ., Ve
ZAESD Seleccionando la opcién Generar todos los graficos
ADJPRED NN ] parciales, SPSS muestra la grafica de la variable
*SDRESID 5 . . . .
L] % dependiente frente a todas las variables independientes,
Gréfico: de residucs tipificados [¥] Generar todos los gréficos parciales Comprobando SI eXlSte ||nea||dad entre |aS va rlab|eS.
[ Histograma
[] Gréfica de prob. normal

Variable dependiente: Beneficios Grafico de regresion parcial

Variable dependiente: Beneficios
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Horas_extras

Observando los graficos, se podria imaginar un comportamiento lineal.
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Regresion lineal: Guardar. nuevas variables

Pulsando el botén [Guardar] se abre un abanico de

Walores pronosticados Fiesiduos =

[[]No tipificados [ No tipificadas -m o pcio nes

[ Tipificados [ Tipificados ) . .,

[ Corregidos [ Estudentizados Todos los casos contribuyen a la obtencion de la recta
PG el pencetcopronsdor. [JijElembsdist de regresion, pero no todos lo hacen con la misma
Datars [ Eliminados estudentizados i i

o i cH fuerza. Los puntos de influencia son casos que

] D= Cook 7] Difetas afectan de forma importante al valor de la ecuacién
[¥]Walores de influencia [¥] DIE etas tipificadas s A

Intervalos de prondstico ] DiAjuste de regFESIOn. . . . ,
[ Media [Jindviduos fo-\iuste tipificarlo La presencia de puntos de influencia no tiene por qué
Intervalo de confianza: | % constituir un problema en regresion, de hecho lo

S‘;:’:iZZ;‘ijcz:;f::liz”:;dism normal es que en un analisis de regresidn no todos

) los casos tengan la misma importancia (desde el
punto de vista estadistico). No obstante, el analista
debe de ser consciente de tales puntos, porque,
entre otras cosas, podria tratarse de casos con
valores erréneos. Siendo conscientes de si existen o
no puntos de influencia es posible corregir el analisis.

Exportar informacion del modelo a un archivo XL

Incluir la matriz de covarianzas

Se marcan todas las opciones de los recuadros Distancias y Estadisticos de influencia (todas estas
opciones crean variables nuevas en el archivo de datos).

o Distancias

Este recuadro recoge tres medidas que expresan el grado en que cada caso se aleja de los demas.

= Mahalanobis.- Mide el grado de distanciamiento de cada caso respecto de los promedios del
conjunto de variables independientes. En regresidn simple, esta distancia se obtiene elevando al
cuadrado la puntuacion tipica de cada caso en la variable independiente.

En regresidon multiple se obtiene multiplicando por (n — 1) el valor de influencia de cada caso.

= Cook.- Mide el cambio que se produce en las estimaciones de los coeficientes de regresion al ir
eliminando cada caso de la ecuacidon de regresién. Una distancia de Cook grande indica que ese
caso tiene un peso considerable en la estimacion de los coeficientes de regresion.

Para evaluar estas distancias puede utilizarse la distribucién F con (p+1) y (n-p-1) grados de
libertad, donde p es el nUmero de variables independientes y n el tamafio de la muestra.

En general, un caso con una distancia de Cook superior a 1 debe de ser revisado.

= Valores de influencia.- Representan una medida de la influencia potencial de cada caso.
Respecto a las variables independientes, un valor de influencia es una medida normalizada del
grado de distanciamiento de un punto del centro de su distribucion. Los puntos muy alejados
pueden influir de forma muy importante en la ecuacidn de regresidn, pero no tienen por qué
hacerlo necesariamente.

Con mas de 6 variables y al menos 20 casos, se considera que un valor de influencia debe de ser
revisados si es mayor que (3p/n). Los valores de influencia tienen un maximo de (n-1)/n.

Como regla general, para orientar decisiones, los valores menores que 0,2 se consideran poco
problematicos; los valores comprendidos entre 0,2 y 0,5 se consideran arriesgados; y los valores
mayores que 0,5 debieran evitarse.
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|0 Estadisticos de influencia |

Este recuadro contiene varios estadisticos que contribuyen a precisar la posible presencia de puntos
de influencia.

= DfBetas (diferencia en las betas).- Mide el cambio que se produce en los coeficientes de
regresion estandarizados (betas) como consecuencia de ir eliminando cada caso de la ecuacién
de regresidon. SPSS crea en el Editor de datos tantas variables nuevas como coeficientes beta
tiene la ecuacion de regresién, es decir, tantos como variables independientes mas uno (el
correspondiente a la constante de la ecuacién).

= DfBetas tipificadas.- Es el cociente entre DfBetas y su error tipico.
Generalmente, un valor mayor que 2/\/5 delata la presencia de un posible punto de influencia.

ElI SPSS crea en el Editor de datos tantas variables nuevas como coeficientes Beta tiene la
ecuacion de regresion.

= Df Ajuste (diferencia en el ajuste).- Mide el cambio que se produce en el prondstico de un caso
cuando ese caso es eliminado de la ecuacion de regresion.

= Df Ajuste tipificado.- Es el cociente entre DfAjuste y su error tipico.
Generalmente, se consideran puntos de influencia los casos en los que DfAjuste tipificado es

mayor que Z/Jip/n i, siendo p el nimero de variables independientes y n el tamafio de la

muestra.

= Razdn entre las covarianzas (RV).- Indica en qué medida la matriz de productos cruzados (base
del andlisis de regresién) cambia con la eliminacién de cada caso.
Se considera que un caso es un punto de influencia si |RV| >3+p/n

0 Crear coeficientes de los estadisticos.- El SPSS ofrece una tabla resumen que incluye, para todos
los estadisticos del recuadro Distancias, el valor minimo, el maximo la media, la desviacidn tipica
y el nimero de casos. La tabla también recoge informacion sobre los prondsticos y los residuos.

Estadisticos sobre los residuos®

Desviacidn
Minirno Maxirno mMedia tip. M

Yalor pronosticado 1,6168 394541 30857 B4368 T
Walor pronosticado tip. -1,743 1,031 ,ona 1,000 7
E:;f]r;'sﬂi'gzd?'va'm 157 287 214 049 7
Yalor pronosticada

curregp;do 2,201 41226 31659 67882 7
Residuo bruto -, 31682 A3560 Joooon 27323 T
Residuo tip. - 847 1,302 oan 816 7
Residuo estud. -1,834 1,525 -078 1,195 7
Residuo eliminada -1,188452 Ba738 - 08016 B3921 7
Residuo eliminado estud. -3.978 2,04 -,2495 193 7
Dist. de Mahalanohis 465 3,543 1,714 1177 7
Distancia de Cook oo 3,084 a2 1,109 7
f::ﬁ:addeo'”ﬂ”e”“a 078 591 286 185 7

a. Yariahle dependiente: Beneficios

Sefialar que los puntos de influencia no tienen por qué tener residuos especialmente grandes, el
problema que presentan no es precisamente la falta de ajuste. A pesar de ello, es conveniente
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examinarlos por su desproporcionada influencia sobre la ecuacién de regresion. Como éstos puntos
son distintos de los demas, conviene precisar en qué son distintos.

Una vez identificados y examinados, se pueden eliminar del andlisis simplemente porque entorpecen
el ajuste, o porque su presencia produce medidas de ajuste infladas.

o Valores pronosticados

El objetivo principal del analisis es el de poder efectuar prondsticos en casos nuevos. Se han
utilizado los coeficientes de regresion parcial (B) para construir la recta de regresion:

Y=0,5895+0,936 X, +0,1866 X,

Conocidos los pesos de la ecuacién de regresion, se puede utilizar la opcién del menu
Transformar/Calcular variable para obtener los prondsticos que la ecuacidn asigna a cada caso. Pero
esto no es necesario porque el subcuadro Guardar nuevas variables contiene opciones relacionadas
con los prondsticos:

Las opciones de este recuadro generan, en el Editor de datos, cuatro nuevas variables, que reciben
automaticamente un nombre seguido de un nimero de serie (nombre_#). Por ejemplo, la primera
vez que se solicitan durante una sesidn los pronésticos tipificados, la nueva variable con los
prondsticos tipificados recibe el nombre de ‘zpr_1’. Si se vuelven a solicitar prondsticos tipificados
durante la misma sesion, la nueva variable recibe el nombre de ‘zpr_2’, y asi sucesivamente.

» No tipificados.- Prondsticos que se derivan de la ecuacidn de regresidén en puntuaciones directas,
reciben el nombre: pre_#.

» Tipificados.- Prondsticos convertidos en puntuaciones tipicas (restando a cada prondstico la
media de los prondsticos y dividiendo la diferencia por la desviacion tipica de los prondsticos),
reciben el nombre: zpr_#.

» Corregidos.- Prondstico que corresponde a cada caso cuando la ecuacidn de regresién se obtiene
sin incluir ese caso, nombre: adj_#.

» E.T. del pronéstico promedio.- Error tipico de los prondsticos correspondientes a los casos que
tienen el mismo valor en las variables independientes, nombre: sep_#.

. Al efectuar un prondstico hay dos situaciones diferentes:

@ Efectuar un pronéstico individual Y para un caso concreto X,

@ Pronosticar para cada caso la media de los prondsticos Y, correspondientes a todos los casos
con el mismo valor X, en las(s) variable(s) independiente(s). A esta media se llama prondstico
promedio.

Al efectuar un prondstico individual para un determinado valor de X,, el error de estimacién o

variacion residual (Y—Y) puede contener dos fuentes de error:

1. Lladiferencia entre el valor observado en la variable dependiente Y, y la media poblacional
correspondiente a X, (4 )-
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2. Lladiferencia entre el prondstico para ese caso (Y, 0Y,) y la media poblacional correspondiente a
Xo (l'l\//x0 ).

En un prondstico individual entran en juego las dos fuentes de error, mientras que en un prondstico
promedio sélo entra la segunda fuente de error. En consecuencia, para un valor dado de X, el error

tipico del prondstico promedio serd menor o igual que el error tipico del valor individual.

Por tanto, al construir intervalos de confianza para los prondsticos, la amplitud del intervalo
cambiard dependiendo del error tipico que se tome como referencia.

> Intervalos de prondstico.- Las opciones del recuadro permiten obtener dos tipos de intervalos:
® Media: Intervalo de confianza basado en los errores tipicos de los prondsticos promedio.
® Individuos: Intervalo de confianza basado en los errores tipicos de los prondsticos individuales.

La opcion Intervalo de confianza k% permite establecer el nivel de confianza con el que se
construyen los intervalos de confianza.

Cada una de las opciones (media e individuos) genera en el Editor de datos dos nuevas variables con
el limite inferior y superior del intervalo. Estas nuevas variables reciben los siguientes nombres:

Imci_#: limite inferior IC prondstico medio umci_#: limite superior IC prondstico medio
lici_#: limite inferior IC prondstico individual uici_#: limite superior IC prondstico individual

i *problema3.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS |T|[E|R|
Archivo Edicion  Wer Datos Transformar  Analizar  Graficos  Utilidades  Veptana 7 -
EHS o e -k M FEBEER % @
14 : Beneficios Visible: 9 de 9 v
Beneficios | Gastos_Publi| Horas_extras| PRE_1 | zPR1 | wc 1 | w1l [ima 1] uma i |
1 1,30 .30 4,00 1,6168 -1,743 ,39356 2,8401 8211 2,4125
2 3,50 1,50 9,00 3,6729 69683 25551 4,7907 3,051 4,2944
2 2,80 .70 6,00 2,3644 -,8560 1,3168 3,4120 1,880 2,8484
4 3,00 1,10 7.50 3,0187 - 0796 1,9923 4,0450 2,582 3,4548
5 3,30 1,20 8,00 3,2056 14221 2,1534 4,2577 2,712 3,6993
6 4,00 2,00 7,00 3,7675 80908 2,5754 4,9596 3,021 4,5145
7 3,70 2,00 8,00 3,9541 1,0306 2,8554 5,0529 3,368 4,5407
4 >__\_\."istna de datos £ Vista de variahles / . - =E N N > [v
SPSS El procesador eskd preparado
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Regresion lineal: Opciones

CRITERIOS DE SELECCION DE VARIABLES el e e
(®) Usar probabilidad de F -C :
Los métodos por pasos que incluye el SPSS para la seleccion de Eneds |HE | Seida |10
) Usar walor de F

variables se basan en dos criterios estadisticos:

Incluir constante en la ecuacidn

1. Criterio de significacion (Probabilidad de F, valor de F)
2. Criterio de tolerancia

Y alores perdidos

(®) Excluir casos seqin lista
() Excluir casos seqin pareja
() Reemplazar por la media

1. Criterio de significacidn.- Sélo incorpora al modelo de regresion aquellas variables que
contribuyen de forma significativa al ajuste del modelo.

La contribucion individual de una variable al ajuste del modelo se establece contrastando, a partir
del coeficiente de correlacién parcial, la hipdtesis de independencia entre esa variable y la variable
dependiente. Para decidir si se mantiene o se rechaza esa hipdtesis de independencia, el SPSS
incluye dos criterios de seleccidn:

= Probabilidad de F.- Una variable pasa a formar parte del modelo de regresion si el nivel critico
asociado a su coeficiente de correlacidn parcial al contrastar la hipdtesis de independencia es
menor que 0,05 (probabilidad de entrada). Y queda fuera del modelo de regresidn lineal si el
nivel critico es mayor que 0,10 (probabilidad de salida).

= Valor de F.- Una variable pasa a formar parte del modelo de regresion lineal si el valor del
estadistico F utilizado para contrastar la hipdtesis de independencia es mayor que 3,84 (valor de
entrada). Y queda fuera del modelo de regresion lineal si el valor del estadistico F es menor que
2,71 (valor de salida).

Las opciones del recuadro Criterios del método por pasos permite seleccionar uno de los dos
criterios de significacion disponibles, asi como modificar las probabilidades de entrada y salida.

2. Criterio de tolerancia.- Superado el nivel de significacidn, una variable solo pasa a formar parte
del modelo si su nivel de tolerancia es mayor que el nivel establecido por defecto (este nivel es
mayor que 0,0001, pero puede cambiarse mediante sintaxis) y, si ademds, aun correspondiéndole un
coeficiente de correlacidn parcial significativamente distinto de cero, su incorporacién al modelo
hace que alguna de las variables previamente seleccionadas pase a tener un nivel de tolerancia por
debajo del establecido por defecto.

Una forma intuitiva de comprender y valorar el efecto resultante de aplicar estos criterios de
seleccidn consiste en observar el cambio que se va produciendo en el coeficiente de determinacion

R’ a medida que se van incorporando (o eliminando) variables al modelo.

2
cambio

Este cambio se puede definir como R =R?—R?, donde R’ se refiere al coeficiente de

determinacién obtenido con todas las variables independientes excepto la i-ésima.

Un cambio grande en R’indica que esa variable contribuye de forma importante a explicar lo que
ocurre con la variable dependiente.

Para obtener los valores de R, vy su significacidn (el grado en que el cambio observado en

cambio

R’ difiere de cero) hay que marcar la opcién Cambio en R cuadrado del botén [Estadisticos).
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Blogque 1 de 1
T Restahbl . . , .
Existen diferentes métodos para seleccionar las
Independientes: ancelar . . . . .
& Gastos,_Publ ~ variables independientes que debe incluir un
] R - modelo de regresion, pero los que mayor
Método:  [Inoduci v aceptacion son los métodos de seleccién por
Introduci . ,
e deionsfc. pasos (stepwise). Con estos métodos, se
] Hoceaiae. selecciona en primer lugar la mejor variable (con
] AR algun criterio estadistico); a continuacion, la
. mejor de las restantes; y asi sucesivamente hasta
] gue no queden variables.

E stadisticos... [gréficos_.. ] [ Guardar... ] [Qpciones...]

Todas las opciones se encuentran disponibles en el menu del botdn despegable Método.

Dos de los métodos permiten incluir o excluir, en un solo paso, todas las variables independientes
seleccionadas:

e Introducir: Construye la ecuacién de regresion utilizando todas las variables seleccionadas en la
lista de Independientes. Es el método utilizado por defecto.

e Eliminar: Elimina en un solo paso todas las variables de la lista de Independientes y ofrece los
coeficientes de regresion que corresponderian a cada variable en el caso de que pasaran a
formar parte de la ecuacién de regresion.

El resto de seleccidn de variables son métodos por pasos, esto es, métodos que van incorporando o
eliminando variables paso a paso dependiendo que éstas cumplan o no los criterios de seleccién:

= Hacia delante: Las variables se incorporan al modelo de regresidon una a una.

En el primer paso se selecciona la variable independiente, que ademas de superar los criterios
de entrada, mas alto correlaciona (positiva o negativamente) con la dependiente.

En los siguientes pasos se utiliza como criterio de seleccidn el coeficiente de correlacidn parcial:

<< Van siendo seleccionadas una a una las variables que, ademas de superar los criterios de
entrada, poseen el coeficiente de correlacion mas alto en valor absoluto (la relacién se parcializa
controlando el efecto de las variables independientes previamente seleccionadas).

La seleccidn de variables se detiene cuando no quedan variables que superen el criterio de
entrada (utilizar como criterio de entrada el tamario, en valor absoluto, del coeficiente de
correlacion parcial, es equivalente a seleccionar la variable con menor probabilidad de F o mayor
valor de F) >>.

= Hacia atras: Comienza incluyendo en el modelo todas las variables seleccionadas en la lista
Independientes y luego procede a eliminarlas una a una.

La primera variable eliminada es aquella que, ademas de cumplir los criterios de salida, pose el
coeficiente de regresion mas bajo en valor absoluto.

En cada paso sucesivo se van eliminando las variables con coeficientes de regresién no
significativos, siempre en orden inverso al tamano de su nivel critico.
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La eliminacion de variables se detiene cuando no quedan variables en el modelo que cumplan
los criterios de salida.

Pasos sucesivos: Es un método mezcla de los métodos Hacia delante y Hacia atrds.

Como el método Hacia delante, en el primer paso comienza seleccionando la variable
independiente que, ademas de superar los criterios de entrada, mas alto correlaciona (en valor
absoluto) con la variable dependiente.

A continuacidn, selecciona la variable independiente que, ademas de superar los criterios de
entrada, posee el coeficiente de correlacién parcial mas alto (en valor absoluto).

Cada vez que se incorpora una nueva variable al modelo, las variables previamente
seleccionadas son, al igual que en el método Hacia atrds, evaluadas nuevamente para
determinar si siguen cumpliendo o no los criterios de salida. Si alguna variable seleccionada
cumple los criterios de salida, es eliminada del modelo.

El proceso se detiene cuando no queden variables que superen el criterio de entrada y las
variables seleccionadas no verifiquen los criterios de salida.
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