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PRINCIPALES APLICACIONES DE LA CHI-CUADRADO

Al analizar en una poblacidn un cardcter cualitativo o cuantitativo el estudio resulta
muy tedioso por el gran nimero de elementos del que consta la poblacién.

Generalmente, se examina una muestra tomada de la poblacién, lo que lleva a tener una
serie de datos, y ver hasta qué punto la muestra se pude considerar perteneciente a
una distribucién tedrica conocida.

Siempre existirdn desviaciones entre la distribucion empirica u observada vy la
distribucién tedrica. Se plantea la cuestion de saber si estas desviaciones son debidas
al azar o al haber tomado una distribucidn teédrica inadecuada.

CONTRASTE DE BONDAD DEL AJUSTE

El objetivo del contraste de bondad del ajuste es saber si una muestra procede de
una poblacién tedrica con determinada distribucién de probabilidad.

Sea una poblacién, donde se analiza un cardcter X con (x,, x,, --- , x,) modalidades

excluyentes, denotando por n. es el ndmero de elementos que presenta la modalidad

k
x. (frecuencia observada de x ), an =n
i=1

Por otra parte, sea e, =n.p, la frecuencia esperada o tedrica de cada modalidad x,

Se origina la TABLA DE CONTINGENCIA:

x xl x 2 ...... x' ...... x k
Frecuencia observada n, n, | ... n | ... n,
Frecuencia esperada (e,) () | .ooue (e) | ... (e)

Se vlantea la hibétesis nula H. : La distribucion tedrica representa a
P P ° " |la distribucién empirica u observada

Para un nivel de significacién (o riesgo) o :

estadistico estadistico
observado estadistico observado estadistico
2 tedrico f—’ﬁ tedrico
s H,: Ek "8l T serechaza M, Ek (M -e) =
e acepta H, < A () e rechaza H;: o = Taten

i=1 i=1 [
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k k
n
El estadistico Z ' =Z——n (atil en el calculo)
e

i=1 i i=1 i
OBSERVACIONES DE LA APLICACION

a) El test de la 4* se puede aplicar en situaciones donde se desea decidir si una serie

de datos (observaciones) se ajusta o ho a una funcién tedrica previamente
determinada (Binomial, Poisson, Normal, etc.)

b) Es necesario que las frecuencias esperadas de las distintas modalidades no sea
inferior a cinco. Si alguna modalidad tiene una frecuencia esperada menor que
cinco se agrupan dos o mds modalidades contiguas en una sola hasta conseguir que
la frecuencia esperada sea mayor que cinco.

c) Los grados de libertad de la x* dependen del nimero de pardmetros que se
necesitan hallar para obtener las frecuencias esperadas. En este sentido, si se
requieren hallar p pardmetros, los grados de libertad son (k —p) si las modalidades

son independientes y (k—p—1) cuando las modalidades son excluyentes.

TABLAS CONTIGENCIA: CONTRASTE DE DEPENDENCIA O INDEPENDENCIA

Cuando se desea comparar dos caracteres (X, Y) en una misma poblacion que admiten
las modalidades: X(x,, x,, -, X;, =+, %X,) Y (Y, Y., ¥;. . ¥,) , Se Toma una muestra

de tamafio n, representando por n; el nimero de elementos de la poblacién que

presentan la modalidad x; de X e y, de V.

y m
x\ o | e | o | Y | | Ya n.

Xy Ny Ny, Ny; Nim ni.
X N, N2 Py Nom n,.
xi nil ni2 nIJ nim n(o
X, N N2 Ny Nem n..

No existe diferencia entre las

Se plantea la hipdtesis nula H, :
P P 0 {dis‘rr‘ibuciones empiricas de X e ¥



Bajo la hipétesis nula, cada frecuencia observada n; (i=1--,k; j=1--,m) dela
tabla de contingencia (k x m) hay una frecuencia esperada (eij) que se obtiene

mediante la expresion:

n.

n,xn,

n.
ie
e,=p; - Nn= , donde Py =— X

n n

Agrupando frecuencias observadas y esperadas en la tabla de contingencia (k x m):

m
; 2
x\ Y Y2 Y, Yo Z n.
X nll n12 nl_] nlm n
1 cee ces le
(811) (612) (61"') (elm)
X n21 n22 nZJ an n
2 sue se 2e
(621) (622) (ezj) (ezm)
X nil n|2 nIJ r.llm n
| (e;) | (e,) (e;) (e,) )
X nkl nkZ nkJ r"km n
k sue se k.
(e) | (e0) (&) (&)
k
ZH.J nol noz n-_] n-m n
i=1

Las condiciones necesarias para aplicar el fest de la Chi-cuadrado exige que al menos
el 80% de los valores esperados de las celdas sean mayores que 5. Cuando esto no
ocurre hay que agrupar modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva
frecuencia sea mayor que cinco.

En una tabla de contingencia de 2x2 serd necesario que todas las celdas verifiquen

esta condicion, si bien en la prdctica suele permitirse que una de ellas tenga
frecuencias esperadas ligeramente por debajo de 5.
, . k a (n;' - e;')z 2 .
El estadistico de contraste observado: ZZ# = Xgey. 1y GUE Sigue
i=1 j=1 ij
aproximadamente una Chi-cuadrado con (k —1) x (m —1) grados de libertad.



Para un nivel de significacion o se puede contrastar la diferencia significativa entre
las dos distribuciones empiricas o la independencia de las distribuciones empiricas.

=  CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD

estadistico observado

> estadistico tedrico
s H, ("'J )
e acepta H si: ZZ Yo (k). (mot)
I

estadlstlco observado

estadistico tedrico

(n.J e. )2 2
Se rechaza H Si: ZZ 2 Ao, (k-1) . (m-1)
i=1 j=1

= CONTRASTE DE INDEPENDENCIA
Hipdtesis nula H, : Las distribuciones empiricas X e Y son independientes

estadistico observado

estadistico tedrico

(n. B
Se acepta H Si: ZZ ! Xi,(k71)_(mf1)
i=1  j=1

estadistico observado

estadistico tedrico
/—/%

k m (n — e“)z

Se rechaza H, si: E E — 2 %A e
- - e.. ' '
i=1 j=1 R

TABLAS CONTIGENCIA2x2 y2x3

Para las tablas de contingencia 2x2 y 2x3 se obtienen férmulas sencillas de la y*
utilizando Unicamente las frecuencias observadas

N
X Vi &
Xy Ny N ni. X12 _ n(ny Ny, —Ny -n21)2
x2 n21 n22 nZ. nlo : n2¢ ° nol * noZ
N, n., n
Seacepta H,: xf <x2 | Se rechaza H,: 7} =2,



Y
Y Y Y3
X\ 1 5
xl nll n12 n13 nl-
XZ n21 n22 n23 n20
nol n o2 n.3 n
2 2

2 2 2 2
nll n12 n13 n21 n22 n23
+—+ + —+—+—| —-n

, N n
Xo=—|— —
n n'l noZ no3 nZo nol n.Z n03

Seacepta H,: %5 <xZ, Serechaza H,: 75 >%2,

Coeficiente de CONTINGENCIA
Es una medida del grado de relacién o dependencia entre dos caracteres en la tabla de

contingencia, se define:

2

C } 0<cCc<1
X +Nn

Mayor valor de C indica un grado de dependencia mayor entre X e ¥

FACTOR de correccion de YATES
Adviértase que como la muestra n < 40 se hace aconsejable el uso de la Chi-cuadrado
con el factor de correccién de continuidad de Yates:

n,<e, = nij+0,5

Factor correccion
n,>e; +— n-05

Para una tabla de contingencia de 2x2 la correccién de Yates:

2
n
) n |n11'n22_n12'n21|_5 ., - n
Ay = la correccion no es vdlida cuando |n;,.n,, —n,.n, | <~
n..n,, .n, .n, 2

En general, la correccion de Yates se hace cuando el nimero de grados de libertad es

1.



Test G de la razon de verosimilitud

El test de contraste de independencias por la razon de verosimilitudes (test G) es
una prueba de hipétesis de la Chi-cuadrado que presenta mejores resultados que el de
Pearson. Se distribuye asintéticamente con una variable aleatoria ¥* con (k —1).(m-1)

grados de libertad.
e.
ij

k _m n.
Se acepta la hipdtesis nula H, si 6=2 n. ln[iJ <AL ey (mt
=1

R
=1 e'fj

k m
Se define el estadistico 6 = ZZZnU In(

i1 1

I

Test de McNemar

El test de McNemar se utiliza para decidir si se puede aceptar o no que determinado

tratamiento induce un cambio en la respuesta de los elementos sometidos al mismo, y
es aplicable a los disefios del tipo antes-después en los que cada elemento actda como
su propio control.

Consisten en n observaciones de una variable aleatoria bidimensional (X,Y)

La escala de medicién para X e Y es nominal con dos categorias, tales como positivo o
negativo, hembra o macho, presencia o ausencia, que se pueden denominar Oy 1.

X Y Total
" _
+ a b a+b
- Cc d c+d
Total a+c b+d n

Los casos que muestran cambios entre la primera y segunda respuesta aparecen en las
celdillas by c.

Un individuo es clasificado en la celdilla b si cambia de + a —, en la celdilla a cuando
la respuesta es + antesy después, en la celdilla d cuando la respuesta es — antesy
después.

Hipdtesis nula H,: El tratamiento no induce cambios significativos en las respuestas

En el test de McNemar para la significacion de cambios solamente interesa conocer
las celdas b y c que presentan cambios. Puesto que b +c es el nimero de individuos
que cambiaron, bajo el supuesto de la hipétesis nula, se espera que (b +c)/2 casos

cambien en una direcciény (b +c)/2 casos cambien en otra direccidn.
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Estadistico de contraste si b+c <20:

2 _ . 2 B 2
XMcNemar‘ - b se GCCPTG HO S XMcNemar‘ - b < Xa/z,l

Estadistico de contraste si b +c >20:

2 :(b—C)Z

2 (b- C)2 2
XMcNemar' = XI b +c =

. 2 _ .2
se acepta H, Si %ywemar = X1 = brc <Xes2.1

La aproximacién muestral a la distribucion Chi-cuadrado es mds precisa si se realiza la
correccion de continuidad de Yates (ya que se utiliza una distribucion continua para
aproximar una distribucion discreta). El estadistico corregido:

2 _ .2 (|b—C|—1)2

(b-cl-1)
XMCNemar - Xl = b+ C : —0 . < :

¢ 2 _ —
se acepta H, Si %yemar = X1 = btc /2,1

Coeficientes en distribuciones dicotomicas

Los coeficientes mds utilizados en variables dicotémicas son los de correlacién phi ¢ y
Q de Yule.

Estos coeficientes tienen algunas propiedades comunes de interés:
a) Estdn normalizados, las magnitudes no dependen del tamafio de la tabla.

b) Son muy sensibles a la distribucion empirica observada, traduciendo
concentraciones de casos en algunas celdas en magnitudes.

c) Tienen un recorrido tedrico entre [-1, 1] indicando situaciones de asociacion
perfecta y de independencia estadistica.

Los coeficientes ¢ y Q de Yule se diferencian en la sensibilidad rinconal:

a) El coeficiente ¢ alcanza su maximo valor sélo cuando una de las dos diagonales se
ha vaciado.

b) El coeficiente Q es muy sensible a la existencia de una celda que en términos
relativos se estd vaciando. Su valor mdximo se alcanza cuando en una celda no hay
ningln caso, esto es lo que se conoce como sensibilidad rinconal.

Y
X v, Y, Total
X, a b (a+b)
X, c d (c+d)
Total (a+c) (b +d) (n)




ad-bc

Coeficiente Phi: ¢ = 0<¢<1
J@+b)(c+d)(a+c)(b+d)
. ad-bc
Coeficiente Q de Yule: Q= 0<Q<1
ad-bc

Test exacto de FISHER

Si las dos variables que se estdn analizando son dicotdomicas, y la frecuencia esperada
es menor que 5 en mds de una celda, no resulta adecuado aplicar el test de la ¥?,
aunque si el test exacto de Fisher.

El test exacto de Fisher permite analizar si dos variables dicotomicas estdn asociadas
cuando la muestra a estudiar es demasiado pequefia y no cumple las condiciones
necesarias para que la aplicacién del test de la Chi-cuadrado sea idénea.

Y
X Total
Yi Y2
X, a b (a+b)
X, C d (c+d)
Total (a+c) (b +d) (n)

Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi-cuadrado exige que al menos
el 80% de los valores esperados de las celdas sean mayores que 5. De este modo, en
una tabla de contingencia de 2x2 serd necesario que todas las celdas verifiquen esta

condicidn, si bien en la prdctica suele permitirse que una de ellas tenga frecuencias
esperadas ligeramente por debajo de 5.

El test exacto de Fisher se basa en evaluar la probabilidad asociada a cada una de las
tablas 2x2 que se pueden formar manteniendo los mismos totales de filas y columnas

que los de la tabla observada. Cada uno de estas probabilidades se obtiene bajo la
hipétesis de independencia de las dos variables que se estdn analizando.

La probabilidad asociada a los datos que han sido observados viene dada por:

_(a+b)l(c+d)! (a+c)! (b+d)!
P= nlalblcldl

La formula general de la probabilidad descrita debera calcularse para todas las tablas
de contingencia que puedan formarse con los mismos totales de filas y columnas de la
tabla observada.



El valor de la p asociado al test exacto de Fisher puede calcularse sumando las
probabilidades de las tablas que resulten menores o iguales a la probabilidad de la
tabla que ha sido observada.

El planteamiento es bilateral, es decir, cuando la hipdtesis alternativa asume la
dependencia entre las variables dicotémicas, pero sin especificar de antemano en qué
sentido se producen dichas diferencias, el valor de la p obtenido se multiplica por 2.

INTERPRETACION DE DATOS

Se ha realizado un estudio sobre la situacién laboral de las mujeres y su estado civil,
los datos obtenidos fueron:

Trabajo Estado civil Total
remunerado Casada Soltera

Si

No
Total 45 35 80

Los resultados obtenidos en el andlisis de la tabla de contingencia fueron:

Estadisticos Valor p-valor
Chi-cuadrado Pearson 5,634361 0,0175
Chi-cuadrado de Yates 4154897 0,0357
Test G 5,789645 0,0189
Chi-cuadrado NcNemar 2,94 0,0978
Correlacién Phi -0,685643 0,0178
Q de Yule -0,812345

Con un nivel de significacion o = 0,05, se pide:
a) ¢Se encuentra asociada la situacién laboral de la mujer a su estado civil?

b) ¢{Generalmente, las mujeres que realizan un trabajo remunerado con solteras?
Solucion:

a) Para analizar la dependencia o no de la situacion laboral de la mujer con su estado
civil (asociacién entre variables categdricas en una tabla de 2x2) se utiliza el test de

la x* de Pearson, con o sin correccion de Yates, el test G de razén de verosimilitudes.
El test de McNemar mo se puede utilizar en este caso por no fratarse de muestras
pareadas (antes-después).

Estableciendo las hipétesis:



H, :La situaciénlaboral de la mujer es independiente de su estado civil.
H, : La situacién laboral de la mujer depende de su estado civil.

Los tres estadisticos primeros, basados en la x*, presentan un p-valor < a = 0,05, con
lo que se rechaza la hipétesis nula H,, concluyendo que la situacién laboral de la mujer

estd asociada a su estado civil.

b) Partiendo de que la situacion laboral de la mujer se encuentra asociada a su estado
civil, falta por determinar la direccién de dicha asociacién, para lo que se recurre al
coeficiente de correlacién Phiy la Q de Yule.

Ambos estadisticos son negativos, con un p-valor <o =0,05, pudiendo afirmar que la
correlacidn entre la situacion laboral y el estado civil de las mujeres es inversay
significativa al 5%.

Se puede concluir que la situacion laboral de la mujer (si esta trabajando) esta
asociada a las solteras, con un nivel de significacion del 5%.
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE

1.- Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual
de imprimir, se hizo una prueba a cuatro operarios anotando el nimero de atascos
sufridos al introducir el mismo ndmero de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

Operario A B C D Total
Obstrucciones 6 7 9 18 40

Con un nivel de significacion del 5%, ¢existe diferencia entre los operarios?
Solucién:
Estableciendo la hipotesis nula H,: 'no existe diferencia entre los operarios'

La probabilidad de que se atascase una hoja seria 1/4 para todos los operarios.
De este modo, el nimero de atascos esperados para cada uno de ellos seria
(e, =10), ..

Tenemos, la tabla de contingencia 1 x 4:

Operario A B C D Total
6 7 9 18 40
(10) (10) (10) (10) (40)

Obstrucciones

Se acepta la hipétesis nula, a un nivel de significacién o si

2
n-e) k N
2 ( 1 1 1 2 ’ .
Akt = z— = z— N < Ay ka k = ndmero intervalos
i=1 el- i=1 el- —
- estadistico tedrico
estadistico contraste

. ny: T \ (ni _65)2 2
o bien, la regién de rechazo de la hipétesis nula: R = Z— 290

i=1 ei

S’ 67 7% 9% 18°
conlocual, y2=Y) ——-n=—+4-—+2_4 =
’ Z;e 10 10 10 = 10

~40=9

Con el nivel de significacién (o = 0,05), el estadistico tedrico: xf o5. 5 = 7,815

siendo x5 =9 > 7,815 =y} . ; se verifica la regién de rechazo.
En consecuencia, se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que existe diferencia

significativa entre los operarios respecto al nimero de atascos en la prensa de
imprimir.
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA POISSON CON
PARAMETRO DESCONOCIDO.

2.- Enun laboratorio se observé el nimero de particulas o que llegan a una
determinada zona procedentes de una sustancia radiactiva en un corto espacio de
tiempo siempre igual, obteniéndose los siguientes resultados:

Nimero particulas 0 1 2 3 4 5
Nimero periodos de tiempo 120 | 200 | 140 20 10 2

¢Se pueden ajustar los datos obtenidos a una distribucién de Poisson, con un nivel de
significacion del 5%?

Solucion:
Se establece la hipétesis nula H, : 'La distribucion empirica se ajusta ala Poisson’

La hipétesis nula se acepta, a un nivel de significacién o si

2 2 . .
) “(n —e,) “in, ) k = ndmero infervalos
=Y ———— =% ——n < ¥ donde
Kicp-s e e o kpt = nlimero pardmetros a estimar
i=1 [ i=1 i . P= P
(N —7 estadistico tedrico

estadistico contraste

. Ny .y . ¢ (ni _ei)2 2
o bien, la regién de rechazo de la hipdtesis nula: R = ZT > W kpt

i=1 i

La distribucion de Poisson se caracteriza porque sélo depende del pardmetro A que
coincide con la media.

Sea la variable aleatoria X = ‘nimero de particulas' y n.= ‘nimero de periodos de

tiempo'
X n, X, P(x,=k)=p,
0 120 0 0,3012 B x.n.
o 2K 590,

1 200 200 0,3614 n 492
2 140 280 0,2169 r=1.2
3 20 60 0,0867 en consecuencia,

k
4 10 40 0,0260 P(x, = k) = 1,2I e? k-0 .5
5 2 10 0,0062 k!

n =492 590
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Las probabilidades con que llegan las particulas k=0, 1, --- , 5 se obtienen

1,2

- 12 o bien en las tablas con A =12

sustituyendo los valores de ken P(x. =k) =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucion de Poisson se acepta o no,

mediante una x°, hay que calcular las frecuencias esperadas (e, =n. p.)

X, 0 1 2 3 4 5
_ 120 200 140 20 10 2
Frecuencias | (o -148,2) | (e, =177,8) | (e, =106,7) | (e, =42,7) | (e, =12,8) | (e, = 3,05)

e, =492.0,3012 = 148,2
e, =492.0,0867 = 42,7

e, = 492.0,3614 = 177,8
e, = 492.0,0260= 12,8

e, =492.0,2169 = 106,7
e, = 492.0,0062 = 3,05

dando lugar a una tabla de contingencia 1 x 6, en donde hay que agrupar las dos
dltimas columnas por tener la dltima columna frecuencias esperadas menores que

cinco.

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia 1 x 5:

X, 0 1 2 3 4ys5s
_ 120 200 140 20 12

Frecuencias | (o =148,2) | (e,=177,8) | (e, =106,7) | (e,=42,7) | (e, =15,8)
Asi, los grados de libertad son tres (k-p-1=5-1-1=3)
¢ El estadistico de contraste:

5, (n,-e)® &nf 120° 200° 140° 20° 12°

2_ Ny 21 7 - _n= - 492 =32,31

X3 Z e Z e | 1482 1778 106,27 42,7 158
¢ El estadistico tedrico: 1 5. ; = 7,815

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadistico tedrico
(7,815), rechazdndose la hipétesis nula, es decir, la distribucién NO se puede ajustar

a una distribucidn de Poisson a un nivel de significacion del 5%.

Se verifica la regién de rechazo: R = {

13
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA NORMAL CON
PARAMETROS DESCONOCIDOS.

3.- Para una muestra aleatoria simple de 350 dias, el nimero de urgencias tratadas
diariamente en un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:

N2 urgencias

0-5

5-10

10-15

15-20

20-25

25-30

Total dias

Ne dias

20

65

100

95

60

10

350

Contrastar, con un nivel de significacién del 5%, si la distribucion del nimero de
urgencias tratadas diariamente en el hospital A se ajusta a una distribucion normal.

Solucidn:

Para ajustar los datos obtenidos a una distribucion normal N(u,c) de pardmetros

desconocidos, se necesitan estimar los dos pardmetros recurriendo a los estimadores

mdximo-verosimiles: (i = X ,

urgencias diarias’.

Se establece la hipdtesis nula H; :

6 =), donde la variable aleatoria X = '

Se acepta la hipétesis nula, a un nivel de significacién o si

K
ka1 Z
=

(n—e)2

estadistico contraste

k

n? k
E ——n < y° donde
a; k-p-1
e —

P = niimero parametros a estimar

i

estadistico tedrico

» Se obtiene la mediay la desviacion tipica:

= numero intervalos

Intervalos | X, n, X,.n, x2.n
0-5 2,5 20 50 125
5-10 7,5 65 487,5 3656,25
10-15 12,5 100 1250 15625
15-20 17,5 95 1662,5 29093,75
20 - 25 22,5 60 1350 30375
25-30 27,5 10 275 7562,5
6 6 6
n=> n =350 | > x,n=5075 | > x’.n =86437,5
i=1 i=1 i=1
6 6 6
in“i Z:(xi-xzni inz~“a
X ==L =145 o =-= = =t - (x)*=36,71 o _=6,06
350 350 350 X

14

nimero de

'La distribucién empirica se ajusta ala normal’




» Se procede al ajuste de una distribucion normal N(145 ; 6,06), hallando las
probabilidades de cada uno de los intervalos:

Intervalos n, P, e =p,.n | (n-e)’ (n,-e) /e

0-5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38
5-10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42
10-15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32
15-20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29
20-25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54
25-30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62

6

n = 350 D n,-e) /e =457
i=1

0-14,5 x-14,5 5-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(1,57 <2<2,39)=P(z>1,57)- P(z > 2,39) = 0,0582 - 0,00842 = 0,04978

P(0<x<5)=P[ }=P(-2,39<z<-1,57)=

5-14,5 x-14,5 10-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(0,74 <z<1,57)=P(z>0,74) - P(z > 1,57) = 0,2296 - 0,0582 = 0,1714

P(5<x<10)=P{ }=P(-1,57<z<-0,74)=

10-14,5 x-14,5 15-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(0,08<2<0,74)=1-P(z>0,74)-P(z > 0,08) = 1 - 0,4681 - 0,2296 = 0,3023

P(10<x<15)=P{ }:P(-0,74<z< 0,08) =

15-14,5 x-14,5 20-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>0,08)-P(z>0,91) = 0,4681 - 0,1814 = 0,2867

P(15<x<20)=|{ }:P(o,os<z< 0,91) =

20-14,5 x-14,5 25-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>0,91)-P(z>1,73) = 0,1814 - 0,0418 = 0,1396

P(20<x<25)=|{ }=P(0,91<z< 1,73) =

25-14,5 x-14,5 30-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>1,73)- P(z > 2,56) = 0,0418 - 0,0052 = 0,0366

P(25<x<30)=|{ }=P(1,73<z< 2,56) =

= Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el
ndmero total de datos e, =p,.n

15



= Se calcula el estadistico de contraste y?, donde el ndmero de grados de libertad
es k—p—1=(n®intervalos) — (n° pardmetros a estimar) - 1=6-2-1=3,conlo
cual,
2
2 _ < (n.' - e,’)

X3
i=1 ei

=457

Por ofra parte, el estadistico tedrico x5 5., =7.815
Como x5 =4,57 < x% .., =7.815, se acepta la hipétesis nula a un nivel de

significacion del 5%. En consecuencia, la variable aleatoria nimero de urgencias en el
hospital A sigue una distribucion N(14,5 ; 6,06).
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CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD.

4.- Para conocer la opinién de los ciudadanos sobre la actuacién del alcalde de una
determinada ciudad, se realiza una encuesta a 404 personas, cuyos resultados se
recogen en la siguiente tabla:

Desacuerdo De acuerdo No contestan
Mujeres 84 78 37
Varones 118 62 25

Contrastar, con un nivel de significacién del 5%, que no existen diferencias de opinién
entre hombres y mujeres ante la actuacion del alcalde.

Solucién:

Se trata de un contraste de homogeneidad en el que se desea comprobar si las
muestras proceden de poblaciones distintas.

Se tienen dos muestras clasificadas en tres niveles, donde se desea conocer si los
hombres y mujeres proceden de la misma poblacién, es decir, si se comportan de
manera semejante respecto a la opinién de la actuacién del alcalde.

La hipétesis nula: H, :'No existe diferencia entre hombres y mujeres respecto a la opinién'

(4 . 7/ . . _ 2 2
Region de rechazo de la hipétesis nula: R _, = { Xty o1 2 Lo (kfl).(mfl)}

Se forma una tabla de contingencia 2 x 3: En cada frecuencia observada
(niJ. det ok it €N la tabla de contingencia se tiene una frecuencia tedrica o esperada

n, xn.

e; que se calcula mediante la expresién: e, =p, . h=———", donde p; son las
n

probabilidades de que un elemento tomado de la muestra presente las modalidades x;
deX e y, deV.

Desacuerdo De acuerdo No contestan n,

) 84 78 37 o
Mujeres (e,, =99, 5) (e,, = 68,96) (e,, =30,53) 199
v 118 62 25 205

arones (e,, =102, 5) (e,, =71,03) (e,, =31, 46)
n, 202 140 62 n=404
199 . 202 199 . 140 199 . 62

e, =————=99,5 =" -68,9 e,=———=30,53

404




205 . 202 205 . 140 205 . 62
e,=————=102,5 e, =———=71,03 e, =———=31,46
404 404 404

‘- Shs (nij - eij)z 2 2
El estadistico de contraste: E E — =Yty a1y = X3 CON lo que,
e. -

i=1 j=1 ij

(n,-e,)’ (84-99,5)?° (78 -68,96) - 2 - 2 - 2
X 'ZZ _ )’ ) , (37-30,53)° (118-102,5)° (62-71,03)
99,5 68,96 30,53 102,5 71,03

i=1  j=1
. (25 - 31,46)°
31,46

=9,76

sigue una y° con dos grados de libertad si es cierta la hipétesis nula con e > 5

Vi, j. en caso contrario seria necesario agrupar filas o columnas contiguas.

+ El estadistico de contraste: ZZ”—”)—X(k N o(mo1) = ZZ

i=1  j=1 I i=1 j=1 ij

n. 84° 78?2 37 1182 62° 25°
Zz_l_n_ + + + + -404=9,76
e. 99,5 68,96 30, 53 102,5 71,03 31,46

El estadistico tedrico xj o5. , = 5,991

Como %5 =9,76 > x545., =5,991 se cumple la regién de rechazo, concluyendo que las

muestras no son homogéneas, es decir, no proceden de la misma poblacion, hombres y
mujeres no opinan lo mismo.

18



CONTRASTE DE INDEPENDENCIA.

5.- Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus hdbitos
alimenticios y a su coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual Total
<80 80-90 90 -99 > 100
Nutricidn buena 245 228 177 219 869
Nutricidn pobre 31 27 13 10 81
Total 276 255 190 229 950

A un nivel de significacion del 10%, ¢hay relacién entre las dos variables tabuladas?
Solucién:

Se trata de un contraste de independencia entre el coeficiente intelectual y los
hdbitos alimenticios.

H, : 'Las dos variables estudiadas son independientes’

Se establecen las hipétesis:
P { H, : 'Existe dependencia entre las dos variables’

S (- e)’ k& n’
El estadistico de contraste: ZZA =1 e = ZZ g
e £ e. ' e L @
i=1 j=1 ij i=1 j=1 ~ij
. . .z . . _ 2 2
Siendo la regién de rechazo de la hipétesis nula: R _, = { k-1 (mp) 2 xa;(kfl).(mfl)}

En la tabla de contingencia 2 x 4 para cada frecuencia observada (nij)i=1,~--,k;j=1,~--,m se

tiene una frecuencia tedrica o esperada e;; que se calcula mediante la expresién:

= nio X noJ
IJ n
Coeficiente Intelectual n
< 80 80-90 90 - 99 > 100 e
- 245 228 177 219
Nutricion buena | o _ 353 46) | (e,, = 233,25) | (e, =173,8) | (e, =209,47) | 869
- 31 27 13 10
Nutricion pobre | (o -23,53) | (e, =21,74) | (e, =16,2) | (e,, =19,52) 81
n., 276 255 190 229 950
869 . 276 869 . 255 869 . 190 869 . 229
e, = =25,46 e,=-——~=233,25 e = =173,8 e,=— = 209,47
950 950 950 950
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81. 276 81. 255 81.190 81. 229
e, = =23,53 e, = =21,74 e, = =162 e, = = 19,52
950 950 950 950
El estadistico de contraste:
2
ahakt 245> 228> 177> 219 31*  27° 13* 10°

x3=z —-n= + + + + + + + -950=9,75
e, 252,46 233,25 173,8 209,47 23,53 21,74 16,2 19,52

6 bien,

2 _ ii(nﬁ -e,)’ _ (245 - 252,46)° . (228 - 233,25)° . (177 - 173,8)? . (219 - 209,47)° .
Xs e, 252,46 233,25 173,8 209,47

i=1  j=1
. (31- 23,53)* . (27 - 21,74)? . (13- 16,2)? . (10 - 19,52)*
23,53 21,74 16,2 19,52

=9,75

sigue una y° con tres grados de libertad si es cierta la hipétesis nula con e > 5

Vi, j. en caso contrario seria necesario agrupar filas o columnas contiguas.
v, . 7 . 2 _
El estadistico tedrico y ., = 6,251

Como %5=9,75 > 15,,., = 6,251 se cumple la regién de rechazo, concluyendo que se

rechaza la independencia, habiendo por tanto dependencia estadistica entre el
coeficiente intelectual y la alimentacién.

6.- Tres métodos de empaquetado de tomates fueron probados durante un periodo de
cuatro meses; se hizo un recuento del nimero de kilos por 1000 que llegaron
estropeados, obteniéndose los siguientes datos:

Meses A B C Total
1 6 10 10 26
2 8 12 12 32
3 8 8 14 30
4 9 14 16 39

Total 31 44 52 127

a) Observando simplemente los datos, ¢qué se puede inferir sobre el experimento?

b) Con un nivel de significacion de 0,05, comprobar que los tres métodos tienen la
misma eficacia.

Solucién:
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a) Con la simple observaciéon de los datos, el empaquetado A parece ser el mejor, ya
que es el que menos kilos de tomates estropeados tuvo. Ahora bien, esta situacion
puede ser engaiiosa, ya que hay que tener en cuenta el nimero de kilos que se
empaquetaron.

Para tomar una decisién sobre si hay diferencia entre los diferentes métodos de
empaquetado, se contrasta la hipdtesis nula

H, : 'No existe diferencia entre los métodos de empaquetado’

b) La hipétesis nula H, : 'No existe diferencia entre los métodos de empaquetado’

k m n2
.. 2 _ ij 2
Se GCCPTG HO si Xk-1). (m-1) = Zze——n<xa;(k_1)‘(m_1)

i=1 =1 i

n xn.
Se forma la tabla de contingencia 3 x 4 , donde e, = —
n
Empaquetado A B C Total
Meses
1 6 10 10 26
(e,, =6, 35) (e,,=9,01) (e,; =10, 62) (26)
) 8 12 12 32
(e,, =7,81) (e,, =11, 09) (e,; =13,10) (32)
3 8 8 14 30
(e,,=7,32) | (e,;=10,39) | (e, =12,28) (30)
4 9 14 16 39
(e,, =9,52) (e,, =13,51) (e,; =15,97) (39)
Total 31 44 52 127
26.31 32.31 30.31 39.31
L= =6,35 e, = =7,81 e, = =7,32 e, = =9,52
127 127 127 127
26.44 32.44 30.44 39.44
L= =9,01 e,= =11,09 e, = =10,3 = =13,51
127 127 12
26 .52 32.52 30.52 39.52
n=" =106 ="y =131 n=o =128 ey = =15,97

3 4 nVZ.
, . L2 2 i _ _
Estadistico de contraste: %3 py 44y = A5 = E E e—J -n=128,24 -127 =124

i=1 j=1 i

El estadistico tedrico o esperado: x? 5. ( =12,592
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Siendo x5 =1,24 < y3,.,=12,592, el estadistico observado es menor que el

estadistico tedrico o esperado, por tanto, no se cumple la region de rechazo,
concluyendo que los tres métodos de empaquetado tienen la misma eficiencia.

7.- Una empresa multinacional desea conocer si existen diferencias significativas

entre sus trabajadores en distintos paises en el grado de satisfaccién en el trabajo-

Para ello se foman muestran aleatorias simples de trabajadores, obteniendo los
siguientes resultados:

Satisfaccion en el trabajo
Muy satisfecho Satisfecho Insatisfecho Muy insatisfecho
Espafia 200 300 300 100
Francia 300 400 350 150
Italia 350 300 250 150

¢Puede admitirse con un nivel de significacion del 5% que la satisfaccién en el trabajo
es similar en los tres paises?

Solucién:

La hipdtesis nula Hy: ‘Las proporciones de los trabajadores con los distintos grados de
satisfaccion son iguales en los tres paises’

Se acepta Hg:

K 2 K
, U (nIJ—e ) &y
Lk-1) . (m-1 = = e _n<Xa (k-1) . (m-1)

i=1  j=1 i' i=1 =1 ij

(4 . 7/ . . _ 2 2
Region de rechazo de la hipétesis nula: R _, = { Xty -1 2 Lo (kfl)_(mfl)}

Se forma la tabla de contingencia 3 x 4 donde cada frecuencia observada

n xn.
(nij)i:1,~~~,k;j:1,m,m tiene una frecuencia tedrica o esperada e, = J

n
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Satisfaccion en el trabajo Total
Muy satisfecho Satisfecho Insatisfecho Muy insatisfecho
Ecoa 200 300 300 100 900
spana (e, =242,86) | (e,=285,71) | (e, =257,14) | (e, =114,29) (900)
Eranci 300 400 350 150 1200
rancia (e,, =323,81) | (e,,=380,95) | (e,, =342,86) | (e, =152,38) (1200)
ali 350 300 250 150 1050
talia (e,, =283,33) | (e, =333,33) | (e, =300) (e,, =133,33) (1050)
Total 850 1000 900 400 3150
3 4 (n —e )2 3 4 n2
‘oti . 2 _ ij ij _ _,_] o
Estadistico observado: ;4 4y = ZZ . = ZZ S n=
i=1  j=1 ij i=1 j=1 ij
200 300> 300° 100° 300> 400> 350° 150°

= + + + + + + +
242,86 285,71 257,14 114,29 323,81 380,95 342,86 152,38

350° 300> 250> 1502
+ + + + —3150 = 49,55
283,33 333,33 300 133,33
- .2 2
Estadistico tedrico: % s . ;5 1)4-1) = Xo05: 6 = 12,992

Como x5 =49,55>12,592 =% ., se rechaza la hipétesis nula de homogeneidad de

las tres muestras.
Es decir, la satisfaccion en el trabajo de los empleados de los tres paises es
significativamente distinta.

8.- Las compaiiias de seguros de automdviles suelen penalizar en sus primas a los
conductores mds jévenes, con el criterio que éstos son mds propensos a tener un
mayor nimero de accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significacién
del 5%, contrastar si el nimero de accidentes es independiente de la edad del
conductor.

Numero de accidentes al aiio
Edad del conductor 0 1 > 3 2
25 0 menos 10 10 20 40 70
26-35 20 10 15 20 30
mas de 36 60 50 30 10 5
Solucién:

Hipotesis nula Hy: 'El nimero de accidentes sufridos por los conductores no depende
de la edad del conductor'
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Se acepta Hg:

2 k
2 o (nIJ - € ) _ nij 2
Lk-1) . (m-1 = - E;'_n<<xa;w—nxm—n

.z .z . . _ 2 2
Region de rechazo de la hipétesis nula: R, = { Koty 1 2 Lo (k_l)‘(m_l)}

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5 donde cada frecuencia observada
(nij)i=1,-~-,k;j=1,-~-,m tiene una frecuencia tedrica o esperada en caso de independencia

n, xn,
CU =
n
Numero de accidentes por afio m
n.
Edad del 0 1 » 3 a a io
conductor =
25 10 10 20 40 70 150
OMenos | -3375 | e, =26,25 | e,-24,37 | ,=-2625 | e,=3937 (150)
26. 35 20 10 15 20 30 95
i e, =21,37 | e,=16,62 | e,,=15,44 | e, =16,62 | e, =24,94 (95)
s de 36 60 50 30 10 5 155
mas de e,=3487 | e,=2712 | ¢,=2519 | e, =27,12 | e, =40,69 (155)
k
Z n,, 90 70 65 70 105 400
i=1
150.90 150.70 150.65 150.70 150.105
e, = =33,75 e, = =26,25 e = =24,37 e,= =26,25 e, = =
400 400 400 400
95.90 95.70 95.65 95.70 95.105
e = =21,37 e = =16,62 e = =15,44 e = =16,62 e, = =
2400 2 400 3 400 % 400 400
155.90 487 155.70 37.12 155.65 25.18 155.70 271 155.105
e = = y e = = ’ e = = 9 e = = ’ e = =
3400 2400 400 * 400 »
2 2
(n; —ey) i

3 5
Estadistico observado: xf; ;) 5 1, =% = ZZ

i=1 j=1

3 5 ni
e.. - e..
J

i=1 j=1 ij

10° 10° 20° 40°* 70?2 20° 10° 152 20° 30°
+ + + + + + + + +
33,75 26,25 24,37 26,25 39,37 21,37 16,62 15,44 16,62 24,94

60° 50° 30° 102 52
+ + + + + —400=143,51

34,87 27,12 25,19 27,12 40,69

Estadistico tedrico: x5 5. 51y 51y = X oos:s = 19,507
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Como x5 =143,51>15,507 =32 ., se rechaza la hipdtesis nula de independencia

entre la edad del conductor y el nimero de accidentes.
En consecuencia, la edad influye significativamente en el nimero de accidentes al afo.

9.- En dos ciudades, Ay B, se observé el color del pelo y de los ojos de sus
habitantes, encontrdndose las siguientes tablas:

Ciudad A Ciudad B
Pelo Pelo
Ojos Rubio No Rubio Ojos Rubio No Rubio
Azul 47 23 Azul 54 30
No azul 31 93 No azul 42 80

a) Hallar los coeficientes de contingencia de las dos ciudades.

b) ¢En cudl de las dos ciudades podemos afirmar que hay mayor dependencia entre el
color del pelo y de los 0jos?

Solucién:

a) Se calculan los valores de la x* correspondientes a las dos observaciones, siendo

. nin X noJ
la frecuencia esperada e, = —
n
Ciudad A
Pelo Rubi No Rubi Total
. ubio O Rubio ota
Ojos 70.78 70.116
e, = =28,14 e, = =41,85
Azul 47 23 70 194
2u (e, =28,14) | (e, =41,85) | (70)
31 93 124 124.78 124.116
e, = —49,85 e, = = 74,14
Noazul | (o _49,85) | c=7414 | (124) |7 194 2 194
Total 78 116 194

Estadistico de contraste:

2 2
2 2 n; 477 23° 31° 93° o4
Xenen X722 N g 1at a1g5 d9.85 Tam 0ATB0

=1 j=1 ij

El coeficiente de contingencia: C, = /% =0,3816

En la poblacién B, la tabla de contingencia 2 x 2:

25



Ciudad B

Pelo Rubi No Rubi Total
. uplio O RUDIO otla
Ojos 84.96 84.110
54 30 84 e, = 206 =39,15 e, = =44,85
Azul (e, =39,15) | (e, =44,85) | (84)
42 80 122 96.122 110.122
e, = =56,8 e,, =——=65,15
No azul (e, =56,85) | (e, =6515) | (122) | ™ 206 27 206
Total 96 110 206
Estadistico de contraste:
L& 30° | 42°  80°
2 o o _206-17,82
Ken.en =1~ e, 9 15" 4485 5685 6515

i=1  j=1

El coeficiente de contingencia: C, = /17:372%06 =0,282

b) Como el coeficiente de contingencia mide el grado de relacién o dependencia entre
las variables, afirmamos que en la poblacion A hay mayor dependencia entre el
color de los ojos y del pelo.

10. En una muestra aleatoria de personas se analizan algunos hdbitos de la vida,
habiendo recogido datos de las siguientes variables:

X = Estado general de salud: muy bueno (3), bueno (2), regular (1), malo (0)
X,= Sexo: mujer (1), hombre (0)

X,= Nivel del ejercicio diario: intenso (2), moderado (1), ninguno (0)

Realizadas las tablas de contingencia correspondientes, se calcularon los siguientes
estadisticos para contrastar la asociacion:

a) x°(X,%)=8 b) x*(X.X)=45 (X, X)=61

Con la informacion facilitada, a un nivel de significacion del 5%, elaborar un
diagnéstico para cada una de las parejas de variables.

Solucion:
Calculando los p-valor(a, ) de cada estadistico se obtiene:
a) H,: X eX, sonindependientes
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En %% (X, X,) =8 el nimero de grados de libertad es (4 -1)x(2-1)=3

o, = P(X;3 > 8). Interpolando en la tabla de la Chi-cuadrado:

0,05 a, 0,025 0,056-0,025 —— 7,815-9,348
7,815 8 9,348 o,-0025 — 8-9,348

(a, -~ 0,025) x (7,815 - 9,348) = (0,05 0,025) x (8- 9,348) > o, =0,0469

Siendo o, = 0,0469 < 0,05 se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que el estado

general de salud estd asociado al sexo.
b) H,: X, e X, son independientes
En x*(X,. X,)=4,5 el nimero de grados de libertad es (2-1)x(3-1) =2

o, = P(X;2 > 4,5). Interpolando en la tabla de la Chi-cuadrado:

0,90 a 0,10 0,90-0,10 —— 0,211-4,605

p

0,211 45 4,605 o,-010 — 4,5-4,605

(e, -~ 0,10) x (0,211~ 4,605) = (0,90 - 0,10) x (4,5~ 4,605) > a, =0,119

Siendo o, =0,119 > 0,05 se acepta la hipétesis nula, concluyendo que el sexo es

independiente del nivel del ejercicio diario.
c) H,: X eX, sonindependientes
En x?(X,, X,) = 6,1 el nlimero de grados de libertad es (4 -1)x(3-1)=6

a, = P(x;6 > 6,1). Interpolando en la tabla de la Chi-cuadrado:

0,90 a, 0,10 0,90-0,10 —— 2,204-10,645
2,204 6,1 10,645 o,-010 — 6,1-10,645

(o, — 0,10) x (2,204 - 10,645) = (0,90 - 0,10) x (6,1-10,645) + o, =0,530

Siendo o, = 0,530 > 0,05 se acepta la hipétesis nula, concluyendo que el estado

general de salud es independiente del nivel del ejercicio diario.
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11. Enel grdfico se presenta la evaluacion del estado general de salud de una
muestra de personas adultas mayores, segln sea su peso hormal o sobrepeso.

Numero
casos 4
D Peso normal

[ ] sobrepeso

12F - -
10
P .
6l
P B e H
2}

» Estado
Bueno Malo de salud

ESTADO GENERAL DE SALUD DE UN ADULTO MAYOR, SEGUN PESO

Con los datos del grdfico, con un nivel de significacion del 5%, analizar la existencia de
una relacidn significativa entre el peso y el estado general de salud en el adulto mayor.

Solucién:

a) Se trata de dos variables dicotomicas, con datos de frecuencia, pudiéndose aplicar
una prueba de contraste de asociacién con la Chi-cuadrado.

La hipdtesis nula H, : El estado de salud y el peso son independientes

Llevando la informacidn a una tabla de contingencia de 2x2

Peso

do d lud Total
Estado de Salu Normal Sobrepeso ota
B 12 8 20
ueno (9,41) (10,59) (20)
4 10 14

Malo (6,59) (7,41) (14)
Total 16 18 34

La frecuencia observada n,, =4 es menor que lo aconsejable en cada celda (>5), lo
que podria hacer pensar en una inestabilidad del cdlculo.

Como la frecuencia esperada e,, = 6,59, todas las celdas cumplen con el minimo

aconsejable de 5 en su valor esperado. En la prdactica se acepta hasta un 20% de las
celdas que no cumplen con el requisito de que la frecuencia esperada sea > 5

Se calculan los valores de la y® correspondientes a las dos observaciones, siendo la
n, xn,

frecuencia esperada e, =
! n
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20.1 20.1 14 .16 14 .1
e, = 0346=9,41 e, = 2218 _10,59 e =y, ~ 699 e22=4188=7,41

Estadistico de contraste:

122 82 42 102
-34=327
Xz, e ZZ “941 1059 659  7.41

=1 =1 i'

Estadistico tedrico: y? , = 3,841

Como X3 =3,27 <3,841=y; .., se acepta la hipétesis nula, concluyendo que el estado

general de salud del adulto mayor no estd asociado a su peso.

Adviértase que como la muestra n < 40 se hace aconsejable el uso de la Chi-
cuadrado con el factor de correccién de continuidad de Yates:

., |n;<e; = n;+05
Factor correccion
n,>e B n - 0,5

Para una tabla de contingencia de 2x2 la correccién de Yates:

n 2
n U CTRLLP _n12'n21|_2J

- 7 ld B n
% = la correccidn no es vdlida cuando |n,.n,, —n,.n, | < —
n..n,.n,.n, 2

En general, la correccion de Yates se hace cuando el nimero de grados de libertad es
1.

2

34 (|12x1o 84| - 34}
~2,13
20x14x16x18

En este caso, y =

Como X3 =2,13<3,841=77 ., se acepta la hiptesis nula.
La validez del contraste también se puede hacer con el p-valor (o, ):

o, = |D(X;1 > 2,13) = 0,271

0,90 a, 0,10 0,90-0,10 —— 0,0158-2,706

0,0158 2,13 2,706 o, - 0,10 —— 2,13-2,706
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(a, - 0,10) x (0,0158 - 2,706) = (0,90 - 0,10) x (2,13 -2,706) > o, =0,271

Al ser o, = 0,271>0,05 =0 se rechaza la hipétesis nula, afirmando que el estado

general de salud del adulto mayor es independiente de su peso.

12. Un experimento para investigar el efecto de vacunacién de animales de
laboratorio refleja la siguiente tabla:

Vacuna Animal laboratorio
Enfermo No Enfermo

Vacunado 9 42

No Vacunado 18 28

Con un nivel de significacion de 0,05, ¢Es conveniente vacunar?.

Solucién:

Hipdtesis nula H, : Es independiente la vacuna de los animales enferemos

Vacuna Animal laboratorio Total
Enfermo No Enfermo

Vacunado 9 42 51

No Vacunado 18 28 46

Total 27 70 97

En una tabla de contingencia de 2x2 se puede calcular la x* de una forma sencilla
recurriendo a las frecuencias observadas.

n(n,.n, -n,.n,)  97(9.28-42.18)

=5,56570
n..n,.n,.n, 51.46.27.70 '

Estadistico observado: y =

El nimero de grados de libertad es (2-1)x(2-1) =1
Estadistico tedrico: y? , = 3,841

Siendo x; =5,5570 > 3,841 =y .., se rechaza la hipétesis nula, es decir, la vacuna

afecta a la enfermedad, con un nivel de significacién o = 0,05
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13. Paraanalizar la repercusion que tienen los debates televisivos en la intencién de
voto, un equipo de investigacion recogié datos entre 240 individuos antes y después
del debate, resultando la siguiente tabla:

Antes del debate Después 'f’el debate
i (candidatos) Total
(candidatos)
A B
A 46 (@) 50 (b) 96 (a+b)
: 85 (c) 59 (d) 144 (c +d)
Total 131 (a+c) 109 (b +d) 240 (n)

Se desea saber si el debate televisivo cambid la intencién de voto, con un nivel de
significacion del 5%.

Solucién:

Se trata de una muestra pareada en una situacion antes-después, con lo que es idéneo
un contraste estadistico Chi-cuadrado de McNemar.

Sea la hipdtesis nula H, : La intencidn de voto es la misma antes y después del debate

_ (85-50)

2 = = 9,074
XMcNemar 85+50 9' 7

Estadistico muestral:

’ . 7 . . 2 2
Estadistico tedrico: y_,,, = %025, = 9,024
COMO Y ycnemar = 9,074 > 5,024 =y .., se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que la

intencion de voto cambié significativamente después del debate, con un nivel de
significacion del 5%.
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14. Se desea analizar si los estudiantes de universidades privadas preferentemente
son de los estratos econdémicos altos del pais. Para ello, se ha tomado la siguiente
muestra:

Universidades Grupos socioecondmicos

Alto Medio alto | Medio bajo Bajo
Estado 13 17 4 3
Privadas 38 19 2 2

a) Para validar el andlisis con un nivel de confianza del 95%, realizar un contraste por
la razén de verosimilitud (test G).

b) Estudiar el grado de dependencia entre el tipo de universidad y el estrato
socioecondémico.

Solucion:
a) El test de contraste de independencias por la razén de verosimilitudes (test G) es

una prueba de hipétesis de la Chi-cuadrado que presenta mejores resultados que el de
Pearson. Se distribuye asintéticamente como una variable aleatoria y* con

(k—1).(m—1) grados de libertad.
e
ij

k
=1

Se define el estadistico 6 =2

k m
2.nyln
T

J

m n.
Se acepta la hipétesis nula H, si 6 =2 Znijln[e—JJ <AL ety ()
i

1

Hipdtesis nula H, : El tipo de universidad es independiente del grupo socioecénomico

En un principio, la tabla presenta un 50% de celdas que no verifican que las
frecuencias sean mayores que 5, teniendo que agrupar modalidades contiguas en una
sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor que cinco.

Universidades Grupos socioeconomicos
Alto Medio alto | Medio bajo - Bajo
Estado 13 17 7
Privadas 38 19 4
nio X noJ

Se calculan los valores esperados de cada celda, donde e =
n
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Grupos socioeconomicos
Uni idad Total
niversidades Alto Medio alto Medio bajo - Bajo ora
Estad 13 17 7 37
stado (19,26) (13,59) (4,15) (37)
Privad 38 19 4 61
rivadas (31,74) (22,41) (6,85) (61)
Total 51 36 11 98
e, = 37.51 =19,26 e, = 37.36 =13,59 e; = ﬂ =415
98 98
61.51 61.36 61.11
e, =———=3174 2y = %8 =22,41 e, = o8 =6,85

La frecuencia esperada e, = 4,15 <5, valor minimo recomendado para la prueba. En

un caso prdctico se admite hasta un 20% de las celdas que no verifican este requisito,
como ocurre en este caso.

n.
En cada celda se calcula el valor de n, x In[iJ

e.
ij
Grupos socioeconomicos
o .
Universidades Alto Medio alto | Medio bajo - Bajo otal
Estado 511 3,80 3,66 2.35
Privadas 6,84 314 —2.15 1,55
Total 1,73 0,66 151 3,9
13 17 7
134 - 511 17x] ~380  7xl -3
"(19,26} ' "(13,59} ' "(4,15] /66
38 19 4
38| ~6,84 19| - 314 4] - 215
* "[31,74} ° o "(22,41] ' n(6,85] '

El estadistico observado G =2

2
i=1

J ij

3 n.

E nu.ln 2 1=2x3,9=7,8
. e

=1

El nimero de grados de libertad es (2-1).(3-1)=2
El estadistico tedrico x5 .5, = 5,991

Como 6=7,8>5,991= Xg,os,z , se rechaza la hipdtesis nula de independencia,

concluyendo que el tipo de universidad esta asociado al grupo socioecondmico.

La validez del contraste también se puede hacer con el p-valor (a.):
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ap=ﬂj;>7ﬁ)=Q2ﬂ

0,025 a 0,02 0,025-0,02 —— 7,378-7,824

p

7,378 7.8 7.824 o, - 0,02 —— 7,8-7,824

(o, —0,02) x (7,378 -7,824) = (0,025-0,02) x (7,8-7,824) +— a =0,02026

Al ser o, =0,02026 < 0,05 = o se acepta la hipétesis nula, afirmando que el tipo de

universidad depende del estrato socioeconémico.

2

b) El grado de contingencia mide el grado de relacion o dependencia: C = ZX

X +Nn

6 7.8 |
€= = |52 =0,271 27 15%.
\/G +n \/7,8 +98 715, hay una dependencia del 27,15

15. La tabla adjunta refleja un andlisis de la obesidad en 14 sujetos. Con un nivel de
significacion de 0,05, se desea analizar si existen diferencias en la prevalencia de
obesidad entre hombres y mujeres o si, por el contrario, el porcentaje de obesos no
varia entre sexos.

Obesidad
Total
Sexo Si No ota
Mujeres 1 (a) 4 (b) 5 (a+b)
Hombres 7 (c) 2 (d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)
Solucién:

El test exacto de Fisher permite analizar si dos variables dicotomicas estdn asociadas
cuando la muestra a estudiar es demasiado pequefia y no cumple las condiciones
necesarias para que la aplicacién del test de la Chi-cuadrado sea iddnea.

Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi-cuadrado exige que al menos
el 80% de los valores esperados de las celdas sean mayores que 5. De este modo, en
una tabla de contingencia de 2x2 serd necesario que todas las celdas verifiquen esta

condicidn, si bien en la prdctica suele permitirse que una de ellas tenga frecuencias
esperadas ligeramente por debajo de 5.

Si las dos variables que se estdn analizando son dicotdomicas, y la frecuencia esperada
es menor que 5 en mds de una celda, no resulta adecuado aplicar el test de la ¥?,
aunque si el test exacto de Fisher.
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El test exacto de Fisher se basa en evaluar la probabilidad asociada a cada una de las
tablas 2x2 que se pueden formar manteniendo los mismos totales de filas y columnas

que los de la tabla observada. Cada uno de estas probabilidades se obtiene bajo la
hipotesis de independencia de las dos variables que se estdn analizando.

La probabilidad asociada a los datos que han sido observados viene dada por:

(a+b)l (c+d) (a+ o) (b+d)!
P= nlalblcld!

La formula general de la probabilidad descrita debera calcularse para todas las tablas
de contingencia que puedan formarse con los mismos totales de filas y columnas de la
tabla observada.

El valor de la p asociado al test exacto de Fisher puede calcularse sumando las
probabilidades de las tablas que resulten menores o iguales a la probabilidad de la
tabla que ha sido observada.

Cuando el planteamiento es bilateral, es decir, cuando la hipétesis alternativa asume
la dependencia entre las variables dicotémicas, pero sin especificar de antemano en
qué sentido se producen dichas diferencias, el valor de la p se multiplica por 2.

En este caso, planteando la hipdtesis nula H, : El sexo y ser obeso son independientes

Sexo < Obesidad No Total

Mujeres 1 (a) 4 (b) 5 (a+b)
Hombres 7 (c) 2 (d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)

p:(Cl+b)!(C+d)!(Cl+C)!(b+d)! _ 519186l

= =0,0
nlalblcld! 14111417121 099

Las siguientes tablas muestran todas las posibles combinaciones de frecuencias que se
pueden obtener con los mismos totales de filas y columnas:

Sexo < Obesidad No Total

Mujeres 4 (a) 1 (b) 5 (a+b) p=0,2098
Hombres 4 (c) 5 (d) 9 (c+d)

Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)

I3:(c1+b)!(c+d)!(a+c)!(b+d)! _ 5l9l8le!

= =0,2098
nlalblcld! 14141114151 7
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Obesidad
Sexo < No Total
Mujeres 2 (a) 3 (b) 5 (a+b) p=0,2797
Hombres 6 (c) 3 (d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)
Obesidad
Sexo < No Total
Mujeres 3 (a) 2 (b) 5 (a+hb) p=0,4196
Hombres 5 (c) 4 (d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)
(a+b)l (c+d) (a+c)!(b+d)! 51918l 6l
= = =0,41
P nlalblcldl 1413125041 4%
Obesidad
Sexo < No Total
Mujeres 0 (a) 5 (b) 5 (a+hb) p=0,0030
Hombres 8 (c) 1(d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)
Obesidad
Sexo p No Total
Mujeres 5 (a) 0 (b) 5 (a+h) p=0,0280
Hombres 3 (c) 6 (d) 9 (c+d)
Total 8 (a+c) 6 (b+d) 14 (n)

Sumando las probabilidades de las tablas que son menores o iguales a la probabilidad
de la tabla observada (p = 0,0599) se tiene:

p=0,0599 +0,0030 +0,0280 = 0,0909

Siendo p —valor =0,0909 > 0,05 se acepta la hipétesis nula, concluyendo que el sexo y

el hecho de ser obeso son independientes, es decir, no existe asociacion entre las
variables en estudio, con un nivel de significacion o = 0,05

Otro método de calcular el p-valor consiste en sumar las probabilidades asociadas a
aquellas tablas que sean mds favorables a la hipdtesis alternativa de los datos
observados. La tabla extrema de los datos observados es la que no se observa ninguna
mujer obesa, p =0,0030

p=0,0599+0,0030 =0,0629
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El SPSS para el cémputo del test de Fisher, calcula el p-valor correspondiente a la
alternativa bilateral (2p =2x0,0909 =0,1818) y el p-valor asociado a un

planteamiento unilateral (p =0,0909).
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